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摘要    构建了“异数目权值虚拟颗粒群策略”和“异数目权值虚拟颗粒

凝并准则”, 在事件驱动 MC 的框架下描述数目权值不等的虚拟颗粒之

间的凝并事件, 并发展“常数目方案”和“阶梯式常数目方案”来保持虚拟

颗粒数目在凝并动力学过程中保持在一定范围之内, 且保持计算区域体

积不变. 该方法被命名为事件驱动常体积(EDCV)法. 通过与多种主流

MC 的定量比较, 证明 EDCV 法达到甚至超过了其他随机方法所表现的

计算精度和计算效率. 
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颗粒群平衡模拟(population balance modeling, PBM)研究的是离散系统的动力学演变过程, 

可涉及的动力学事件包括离散单元(多相流中离散的固体颗粒、液滴或气泡等)之间的碰撞、凝

并(或团聚)、(异相)冷凝/蒸发(或生长)、(均相)成核、沉积(或清除)、化学反应等. 颗粒尺度分

布函数(particle size distribution function, PSDF)是研究离散颗粒系统动力学演变过程的一个关

键,  PBM 关注的正是各种动力学事件主导下 PSDF 的动力学演变过程. 如果把离散系统视为空

间各向同性的零维系统, 不注重多相湍流场细节信息的获取以及 PSDF 的空间扩散, 仅仅获取

各种动力学事件主导下 PSDF 的时间演变过程, 则称其为零维 PBM; 而如果同时获取 PSDF 的

时间和空间演变过程, 则称为多维颗粒群平衡模拟, 此时必须与多相湍流模型耦合起来. 
PBM 在燃烧、化学工程、气溶胶、纳米粉体、大气物理等领域得到广泛应用, 许多研究

者倾注了大量的心血促使其得到了飞速发展. 从最近二十年来看, PBM 的主要工作集中在颗

粒群平衡方程(PBE)的数值求解、描述动力学过程物理化学内涵的核模型的理论和试验研究、

PBM 在各种复杂离散系统中的应用[1]. 由于颗粒凝并事件(两颗颗粒碰撞而粘结在一起形成一

颗新的尺度更大的颗粒)的重要性和普遍性, 它是 PBM 的焦点研究领域; 由于颗粒凝并事件涉

及两颗或两颗以上的颗粒(本文及绝大部分文献均只考虑双颗粒凝并事件), 它又是  PBM 研究

的难点之一, 其难点主要体现在考虑凝并事件时  PBE 具有部分积分微分特性. 基于颗粒稀疏
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和分子混沌假设、描述 PSDF 时间演变过程的 PBE 如下所示(仅考虑凝并事件)[2]  
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其中, n(v, t)为颗粒尺度分布函数, 量纲为 m−3·m−3, n(v, t)dv 表示时刻 t、体积范围在 v~v+dv 
内的颗粒在单位体积内的数目浓度. β(u, v, t)是时刻 t、两颗粒(尺度分别为 u 和  v)的凝并核, 表
示单位时间内两颗粒发生一次凝并事件的概率. 凝并核模型可以通过理论分析、微观或介观数

值模拟、实验研究等得到, 目前已有较为成熟的一些凝并核模型, 包括各种布朗凝并核和湍流

凝并核等[2]. 方程(1)右边第一项为生成项, 表示尺度为 u(<v)的颗粒与尺度为(v − u)的颗粒凝并

而生成尺度为 v 的新颗粒, 系数 1/2 是为了考虑一次凝并事件有两颗颗粒参与; 右边第二项为

消亡项, 表示尺度为 v 的颗粒与其他任何尺度的颗粒发生凝并事件生成新的尺度更大的颗粒、

并使得自身消亡. 值得注意的是, 颗粒碰撞事件并不会引起颗粒尺度分布函数的时间演变, 但
是将导致颗粒尺度分布函数的空间演变, 所以零维 PBM 不考虑颗粒碰撞事件. 本文致力于零

维 PBM 中颗粒凝并的描述. 
直接在欧拉坐标体系下采用确定性方法(如矩方法、分区法等[3])对方程(1)在高维相空间

(多分散性离散颗粒群)进行积分微分存在数学模型复杂、离散误差等若干难点. 直接描述离散

系统动力学演变过程而间接地求解 PBE则成为一条重要途径.  Monte Carlo(MC)方法有着天生

的离散特性, 正好与所研究系统的离散本质(包括离散的颗粒和离散的动力学事件等)不谋而

合. 作为一种拉氏体系的方法, 能得到颗粒轨道经历效应和历史效应, 从而能得到颗粒动力学

演变过程的细节信息, 可方便处理多维、多组分、多分散性(宽筛分)颗粒群, 算法相对简单而

易于编程实现. 以上优点使得 MC 方法成为一类重要的 PBE 数值方法. 
总体而言,  PBM 的 MC 算法可划分为如下几大类[3]: 时间驱动 MC 和事件驱动 MC(按照

时间窗口的离散方案划分)、常数目法和常体积法(按照模拟颗粒数目和计算区域体积的保持方

案划分). 时间驱动 MC[4]在实时设置的合理时间步长范围内, 基于各动力学事件解藕而相互独

立的假设, 考虑所有颗粒可能发生的各种事件, 该时间窗口内任何颗粒最多发生一次某类型

的事件(某颗粒允许同时发生不同类型事件). 事件驱动 MC[5]的思路则是: 首先依据事件的平

均速率计算两次事件之间的时间间隔(或称为静止时间或等待时间), 然后依据事件的发生概

率来选定等待时间之后可能发生的事件类型, 并实现该事件. 常体积法[5]中的计算区域体积在

计算过程中保持不变, 但是其内模拟颗粒数目可能超出合理范围(数目过多则计算代价太大, 数
目过少则计算精度太低). 常数目法[6]则通过收缩(颗粒数目浓度增大时)或者扩展(颗粒数目浓度

减小时)计算区域来恢复其内模拟颗粒数目. 也有一些 MC[4,7,8]采用阶梯式恢复模拟颗粒数目的

方法来调解模拟颗粒数目和计算区域体积的矛盾, 即当计算区域内模拟颗粒数目超出初始数目

的一半或两倍时, 采用倍增或倍减计算区域体积的动作来恢复计算区域内模拟颗粒数目.  
实际上, 目前已发表的 PBM 随机算法大都同时具有以上的几个特征. 如 Garcia 等人[5]发

展的 MC 为事件驱动 MC 和常体积法,  Liffman[4]发展的 MC 为时间驱动 MC 和(阶梯式)常体积

法, Maisels 等人[7,8]发展的 MC 为事件驱动 MC 和(阶梯式)常体积法, Matsoukas 等人[6]发展的

MC 属于事件驱动 MC 和常数目法, 作者发展的多重 MC(MMC)[9]属于时间驱动 MC、常数目法
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和常体积法.  
本文作者等人[10]建立了MC算法对PSDF时间演变描述精度的定量评判方法, 详细比较了

时间驱动直接模拟 MC(DSMC)[4]、阶梯式常体积法[8]、常数目法[6]和 MMC 算法[9]进行零维 PBM
时的计算精度和计算效率, 发现: 1) 事件驱动MC整体上比时间驱动 MC具有更高的计算精度

和计算效率; 2) 严格保持常数目和常体积是以算法计算精度和计算效率的降低为代价的; 3) 

常体积特征有利于 MC 扩展以考虑 PSDF 的空间演变等. 然而, 目前已发表的几种事件驱动

MC 均存在若干缺陷, 如: 阶梯式常体积法和常数目法等均基于颗粒尺度分布空间各向同性和

周期性边界条件等假设、从整体系统中取样一个“子系统”, 跟踪“子系统”内数目权值相等的模

拟颗粒, 即实际上采用一种“等数目权值虚拟颗粒群策略”来初始化实际颗粒群并描述其动力

学演变; 它们均以调整计算区域体积为代价来把模拟颗粒数目保持在一定范围内. 这些特征

使得这些事件驱动 MC 难以考虑边界条件、不利于耦合多相湍流模型和网格划分技术等, 从而

难以扩展以描述 PSDF 的空间演变(多维 PBM). 正是如此, 本文基于“异数目权值模拟颗粒群

策略”发展了一种零维颗粒群平衡模拟的新随机方法, 用于描述 PSDF 的时间演变过程.  

1  事件驱动常体积法的发展 

1.1  异数目权值虚拟颗粒群策略 

MMC 算法首次发展了“异数目权值虚拟颗粒群策略”[11,12]. 这种策略是从整体系统的角度

出发、直接把实际颗粒群初始化为“异数目权值虚拟颗粒群”, 不需要其他附加假设. 它认为一

类尺度相同或者相近的实际颗粒具备同样的动力学属性和行为, 这些实际颗粒由若干颗虚拟

颗粒代表, 虚拟颗粒是这些实际颗粒的指示器. 虚拟颗粒的数目权值的物理意义是该颗虚拟

颗粒所代表的实际颗粒的数目. 通过跟踪虚拟颗粒群的演变过程来描述计算区域内实际颗粒

群的演变过程. 数目较少的虚拟颗粒群与数目较多的实际颗粒群在 PSDF 这个关键参数上具

有相同的统计意义. 实际上, 同类的虚拟颗粒具有相同的数目权值, 但是不同类的虚拟颗粒间

的数目权值不同, 且在动力学演变过程中, 调整虚拟颗粒数目权值和尺度信息来描述动力学

事件的后果, 也便于常数目和常体积特征的保持. 产生异数目权值虚拟颗粒群的具体过程和

示例可以参照文献[9,11,12], 本文所要发展的新随机算法也基于该“异数目权值虚拟颗粒群策略”. 
实际上, 普通 MC 方法所采用的“等数目权值模拟颗粒群策略”是“异数目权值模拟颗粒群

策略”的一种特例, 后者的采用至少具有如下好处. 1) “等数目权值模拟颗粒群策略”的采用可

能引入较大的离散误差; 在 MC 模拟开始之前均需要对实际颗粒群进行初始化、以产生模拟颗

粒群. 无论哪种概念被采用, MC 算法都希望所跟踪的模拟颗粒群尽可能地继承实际颗粒群在

颗粒尺度分布方面的所有细节信息. 对于初始单分散性颗粒群, “等数目权值模拟颗粒群策略”
能够完全继承实际颗粒群尺度分布函数的细节信息. 然而当采用“等数目权值模拟颗粒群策

略”来初始化多分散性颗粒群时, 可能会丢失实际颗粒群的颗粒尺度分布函数的细节信息, 因
为它可能不足以分配一颗模拟颗粒来代表那些数目浓度较小的颗粒区间, 从而导致了颗粒尺

度分布函数信息的丢失; 与此不同的是, 当采用“异数目权值模拟颗粒策略”时, 可以灵活地分

配模拟颗粒的数目权值, 从而可以保留那些数目浓度较小的颗粒区间, 尽可能地复制实际颗
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粒群的尺度分布曲线. 2) “等数目权值模拟颗粒群策略”的采用将可能恶化 MC算法的统计精度; 
这是因为当获取颗粒尺度分布函数时, 需要统计得到每个颗粒区间的数目浓度, 这个统计过

程的精度与该区间内模拟颗粒数目的平方根成反比, 如果该颗粒区间内只有仅仅一颗或几颗

模拟颗粒, 则统计误差会非常大, 这种情况在“等数目权值模拟颗粒群策略”中经常可以遇到. 
而在“异数目权值模拟颗粒策略”中, 可以调整虚拟颗粒的数目权值使得每个颗粒区间均存在

相当数量的虚拟颗粒, 从而尽可能减少统计误差、提高 MC 算法对颗粒尺度分布函数的描述精

度. 3) “等数目权值模拟颗粒策略”的采用将限制 MC 算法的应用范围. 例如, 颗粒破碎过程可

能产生具有不同数目、不同尺度的子颗粒, 这些子颗粒应该采用具有不同尺度、不同数目权值

的模拟颗粒来代表; 成核过程也可能产生不同尺度、不同数目的核体颗粒, 这种情况采用“异
数目权值虚拟颗粒群策略”可以较好解决. 

1.2  事件驱动常体积法的流程 

在以上“异数目权值模拟颗粒策略”主导下发展了一种新的 MC 方法, 它基于事件驱动 MC
技术, 且模拟过程中严格保持计算区域体积不变, 因此命名为事件驱动常体积法(event-driven 

constant volume method, EDCV). 其流程如图 1 所示. 
由于“等数目权值模拟颗粒策略”在某些特殊工况(如
单分散性分布或离散分布颗粒群凝并工况)下天然存

在 , 且一定程度上具有计算精度和计算效率的优势

(下文将详细谈到), 所以本文的 EDCV 具有两个版本, 
即基于“异数目权值模拟颗粒策略”的 EDCV-1 和基于

“等数目权值模拟颗粒策略”的 EDCV-2, 它们的具体

配置如图 1 所示. 下面介绍这种新的随机方法的关键

之处. 

1.3  动力学事件的发生速率 

在事件驱动 MC 中, 必须首先计算动力学事件的

速率(单位时间单位体积内发生动力学事件的概率), 
以便于之后计算两个动力学事件之间的等待时间(静止

时间)和选择主事件(在等待时间之后发生的动力学时

间)、主颗粒(承担主事件的虚拟颗粒). 虚拟颗粒之间的

凝并速率取决于不同的虚拟颗粒数目权值赋值策略. 
对于数目权值相等且均为  1 的虚拟颗粒(实际上

是实际物理颗粒)的凝并过程, 其凝并速率  Rcoag(量纲

为是 s−1·m−3)为[6] 

 
f f f f

coag 2 2
1 1, 1 1s s

1 1 ,
2

N N N N

ij ij
i j i j i j i

R
V V

β β
= = ≠ = = +

= =∑ ∑ ∑ ∑    (2) 
图 1  事件驱动常体积法的流程图 
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其中, Vs 为计算区域体积;  Nf 为虚拟颗粒总数目;  βij 为虚拟颗粒 i 和 j 的凝并核.  
对于两颗数目权值相等但公共数目权值 w ≠1 的虚拟颗粒 i 和 j(数目权值分别为 wi 和 wj, 

wi=wj=w; 尺度分别为 vi 和 vj)的凝并事件, 可理解为虚拟颗粒 i 所代表的一组实际颗粒(颗粒数

目浓度为 wi/Vs, 尺度为 vi)和虚拟颗粒 j 所代表的一组实际颗粒(颗粒数目浓度为 wj/Vs, 尺度为

vj)之间的凝并事件, 此时单位时间单位体积内发生的实际凝并事件(两实际颗粒间的凝并事件)
的总数目 ijN ′ (量纲为 m−3·s−1)为 

 
s s

.ji
ij ij

ww
N

V V
β′ = × ×  (3) 

所以单位时间单位体积内虚拟颗粒 i 所代表的所有实际颗粒所发生的凝并事件的总次数为 

 
f f

2
1, 1,s

1 ( ).
N N

i ij ij i j
j j i j j i

N N w w
V

β
= ≠ = ≠

′ ′= = × ×∑ ∑  (4) 

由于虚拟颗粒 i 代表了 wi 个实际颗粒, 所以单位时间单位体积内虚拟颗粒 i 所代表的每颗实际

颗粒平均发生的凝并事件的次数为 

 
f

2
1,s

1 ( ).
N

i
i ij j

i j i j

N
C w

w V
β

= ≠

′
′ = = ×∑  (5) 

由于虚拟颗粒 i 是它所代表的那些实际颗粒的指示器, 所以虚拟颗粒 i 在单位时间单位体积内

发生的凝并事件的次数就是 iC′ . 这样单位时间单位体积内凝并事件的发生概率 coagR′ 为 

 
f f f f f f f

coag 2 2 2
1 1 1, 1 1, 1 1s s s

1 1 1( ) ( ) .
2 2 2

N N N N N N N

i ij j ij ij
i i j i j i j i j i j i

wR C w w
V V V

β β β
= = = ≠ = = ≠ = = +

′ ′= = × = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  (6) 

这就是“等数目权值虚拟颗粒群策略”下的凝并速率, 它的计算实际上是基于所对应的“等
数目权值虚拟颗粒凝并准则”, 即认为虚拟颗粒 i 和 j 所代表的每一颗实际颗粒均具有 100%的

概率来参与了一次凝并事件. 这种“等数目权值虚拟颗粒凝并准则”无法准确描述“异数目权值

虚拟颗粒群策略”下数目权值不等的虚拟颗粒的凝并过程, 本文因此建立了“异数目权值虚拟

颗粒凝并准则”. 在这种新的凝并准则下, 认为虚拟颗粒 i 和 j 之间发生的实际颗粒凝并事件次

数为 min(wi, wj), 也就是说, 虚拟颗粒 i 中的每颗实际颗粒只可能与虚拟颗粒 j 中的 min(wi, wj)
颗实际颗粒存在发生凝并事件的可能, 反之亦然. 因此, 虚拟颗粒 i 所代表的每颗实际颗粒发

生凝并事件的概率为 min(wi, wj)/wi, 而虚拟颗粒 j 所代表的每颗实际颗粒发生凝并事件的概率

为 min(wi, wj)/wj, 这两个概率均小于等于 100%. 
需要建立起“等数目权值虚拟颗粒凝并准则”和“异数目权值虚拟颗粒凝并准则”之间的内

在联系才能得到“异数目权值虚拟颗粒凝并准则”下的凝并速率. 首先考察“等数目权值虚拟颗

粒凝并准则”下实际颗粒的凝并概率. 在“等数目权值虚拟颗粒凝并准则”中, 虚拟颗粒 i所代表

的每颗实际颗粒可能与虚拟颗粒 j 所代表的 wj 颗实际颗粒中的任何一颗发生一次实际凝并事

件, 同样, 虚拟颗粒 j 所代表的每颗实际颗粒可能与虚拟颗粒 i 所代表的 wi 颗实际颗粒中的任

何一颗发生一次凝并事件, 所以虚拟颗粒 i 和 j 中每颗实际颗粒可能与之相互作用的颗粒的数

目的平均值为 
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 (7) 

如果 wi=wj=w, 则 c w′ = . 如果τ ′为“等数目权值虚拟颗粒凝并准则”中发生一次实际凝并事件

所消耗的时间长度, 则此时实际颗粒的凝并速率为 c τ′ ′ . 而在“异数目权值虚拟颗粒凝并准

则”中, 虚拟颗粒 i 或 j 所代表的每颗实际颗粒可能与虚拟颗粒 j 或 i 所代表的 min(wi, wj)颗实

际颗粒中的任何一颗发生一次实际凝并事件, 所以每颗实际颗粒可能与之相互作用的颗粒的

数目的平均值 c′′也为 min(wi, wj). 如果 wi=wj=w, 则 c w′′ = . 如果τ ′′为“异数目权值虚拟颗粒凝

并准则”中发生一次实际凝并事件所消耗的时间长度 , 则新准则下实际颗粒的凝并速率为

c τ′′ ′′ . 在两种凝并准则中, 平均每颗实际颗粒的凝并速率是相等, 即 

,c c
τ τ

′ ′′
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′ ′′
 

或者  
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于是 

 
( ) ( )min ,

.
2

i j i j

i j

w w w w

w w
τ τ τ
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所以, 在“异数目权值虚拟颗粒凝并准则”中虚拟颗粒 i 和 j 之间单位时间单位体积内凝并

次数 ijN ′′ 和“等数目权值虚拟颗粒凝并准则”中的 ijN ′ 存在如下关系 

 s s ,ij ijN V N Vτ τ′ ′ ′′ ′′× × = × ×  (10) 

即 
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 (11) 

类似于“等数目权值虚拟颗粒凝并准则”下凝并速率 coagR′ 的推导, 可以得到“异数目权值

虚拟颗粒凝并准则”的控制下凝并速率 coagR′′ 的计算公式为 

 
( ) ( )

f f f
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当 wi=wj=w 时, coag coagR R′′ ′= ; 更特殊地,  wi=wj=w=1 时, coag coag coag .R R R′′ ′= =  所以“等数目

权值虚拟颗粒凝并准则”是“异数目权值虚拟凝并准则”的一种特例.  
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1.4  等待时间的计算 

不管是时间驱动 MC还是事件驱动 MC, 一个共同的基础是认为离散系统中动力学事件的

发生是一个标准的 Markov 过程, 两次动力学事件之间的等待时间(静止时间)满足指数分布. 
在事件驱动 MC 体系中, 根据文献[13], 第 k−1 个事件之后的等待时间 ∆tk 与凝并概率 coag,kR′′ 成

反比, 即 

 ( )s coag,1 .k kt V R′′∆ =  (14) 

1.5  主颗粒的选择 

如果认为离散系统中只发生某种动力学事件  l, 则主事件(即在等待时间之后将要发生的

事件)就是该事件  l(本文为凝并事件), 此时需要确定承担凝并事件的两颗主颗粒. 某两颗虚拟

颗粒 i 和 j 发生凝并事件的概率满足如下分布  

 ,( , ) ( , ).i j i ji j j iv v v vβ β
≠∑ ∑  (15) 

主颗粒的选择可以通过两种方法来实现, 即累积概率法(cumulative probabilities method)
和接受-拒绝法(acceptance-rejection method). 这两种方法都遵守虚拟颗粒发生该事件的概率分

布. 累积概率法(或称为倒数法)选择主颗粒的过程如下: 首先, 如图 2 的步骤 1 所示, 如果随机

数 r 满足如下条件, 则虚拟颗粒 i 为一颗主颗粒  
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然后, 另外一颗主颗粒, 虚拟颗粒 i 的凝并伙伴 j, 通过如下遍历程序实现(图 2 中的步骤 2)  
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(17) 

在累积概率法中, 两次虚拟颗粒遍历过程可能消耗较大的计算代价, 特别是虚拟颗粒数

目较多时, 而接受-拒绝法在某些工况下可以提高主颗粒选择过程的计算效率. 在这种方法中, 
首先通过随机过程选择两颗虚拟颗粒 i 和 j, 如果随机数 r 满足如下条件, 则认为虚拟颗粒 i 和
j 为发生凝并事件的两颗主颗粒  
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这里, o
ijβ 为“异数目权值虚拟颗粒凝并准则”下虚拟颗粒 i 和 j 的特定凝并核, 而 o

maxβ 是“异数

目权值虚拟颗粒凝并准则”中所有可能的凝并对的最大凝并核. 如果 o
maxβ 被高估, 虽然选择一

对主颗粒的效率相应降低, 但是仍然能够描述该 Markov 过程. 
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图 2  累积概率法实现主颗粒的选择 

1.6  虚拟颗粒数目的恢复和计算区域体积的保持 

无论对于何种 MC, 在动力学演变过程中, 模拟颗粒数目和计算区域体积是两个需要特别

关注的变量. 过多的模拟颗粒数目将加剧计算代价, 而过少的模拟颗粒数目则影响计算精度; 
计算区域的变动则影响算法的扩展性和工程应用. 事件驱动常数目法发展了一系列方法, 在
严格保持常体积的同时, 尽可能把虚拟颗粒数目保持在一定范围之内.  
1.6.1  异数目权值虚拟颗粒群策略.  当数目权值不等的两颗虚拟颗粒 i 和 j 发生凝并时, 它们

所代表的实际颗粒组中, 均仅只有 min(wi, wj)颗实际颗粒发生了实际凝并事件, 生成了  min(wi, 
wj)颗尺度为(vi+vj)的新的颗粒. 所以虚拟颗粒 i 和 j 发生凝并之后, 将有两类颗粒存在, 一类是

实际颗粒凝并事件所产生的“新”颗粒, 一类是没有参与实际颗粒凝并事件的“旧”颗粒. 新颗粒

和旧颗粒分别重新被两虚拟颗粒 i 和 j 所代表. 假设凝并前 i 的数目权值(wi)old 大于 j 的数目权

值(wj)old, 凝并之后虚拟颗粒的数目权值 w、尺度 v 为 

 new old old new old

new old new old old

( ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ,

( ) ( ) ; ( ) ( ) ( ) .
i i j i i

j j j i j

w w w v v

w w v v v

= − =⎧⎪
⎨ = = +⎪⎩

 (19) 

此时, 虽然实际颗粒数目随凝并过程而不断减少, 但是虚拟颗粒总数目自动保持不变, 称为

“常数目方案”. 
1.6.2  等数目权值虚拟颗粒群策略.  在“常数目方案”中, 以主颗粒的数目权值不断改变来反

映该凝并事件的结果, 并自动保持“常数目”和“常体积”特征, 但是我们的研究表明, 虚拟颗粒

数目权值的扰动将不可避免的带来所谓的“常数目误差”, 且使得 MC的计算效率降低[10]. 实际

上, 在某些工况(如单分散性分布或离散分布颗粒群凝并工况)中, 初始化之后虚拟颗粒群可能

具有相等的数目权值, 即采用“等数目权值虚拟颗粒群策略”. 此时在对凝并事件进行处理时, 
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可以保持所有虚拟颗粒的数目权值在任何时刻均相等, 而虚拟颗粒数目在 Nf0/2 ~ 2Nf0(Nf0 为初

始虚拟颗粒数目)之间波动, 以此来尽可能避免对虚拟颗粒数目权值的扰动, 从而尽可能提高

这种特殊工况下 MC 的计算精度和计算效率. 此时认为虚拟颗粒 i 和 j 的凝并事件将产生一颗

尺度为(vi+vj)的虚拟颗粒 k, 其数目权值仍然等于公共权值 w, 把虚拟颗粒 k取代虚拟颗粒 i, 并
抛弃虚拟颗粒 j. 此时一次凝并事件将导致虚拟颗粒总数目减 1.  

随着凝并事件的不断进行, 虚拟颗粒总数目将不断减少, 这会严重损害  MC 的统计精度. 
本文发展了“阶梯式常数目方案”来恢复虚拟颗粒数目以保持计算精度和计算代价. 当虚拟颗

粒总数目减少到初始总数目的一半(Nf0/2)时, 把现存的所有虚拟颗粒逐一复制一份, 把复制的

这些虚拟颗粒加入原有虚拟颗粒序列, 使得虚拟颗粒总数目恢复到  Nf0, 并把所有这些虚拟颗

粒的数目权值减半, 而尺度等属性均不变.  
至此, 依据流程图 1, 可以利用该 EDCV 描述颗粒群的凝并动力学过程, 下面通过与其他

主流 MC 的比较来评价该方法的性能.  

2  事件驱动常体积法与几种主流 MC 方法的比较 
颗粒群平衡模拟描述颗粒凝并事件时,  MC 的计算精度和计算效率与动力学事件核模型

的类型无关, 而仅仅取决于 MC 本身, 所以一般均采用具有理论分析解的特殊工况来验证 MC
的性能, 并进而把优选算法推广到普通工况中. 本文选择常凝并核工况来验证 EDCV 的性能, 
这种工况中颗粒凝并事件的发生概率与颗粒尺度无关.  

2.1  初始单分散性颗粒群的常凝并核工况 

初始时刻所有颗粒尺度均为 v0=1(无量纲), 初始颗粒数目浓度 N0=1010 m−3, 凝并核βij=A= 
10−10 m3·s−1, 颗粒特征凝并时间尺度定义为 τcoag=1/(N0A), 颗粒数目浓度、质量浓度和特定时

刻 PSDF 的理论分析解参照文献[14].  
作者建立了零维PBM随机算法对PSDF时间演变过程描述精度的定量评判方法(针对初始

单分散性颗粒群工况)[10], 采用各种关键参数(颗粒数目浓度、颗粒质量浓度、颗粒尺度分布函

数)的平均误差或平均方差来评价 MC 算法的计算精度. 多次 MC 循环的颗粒数目浓度 N 的瞬

时平均方差σN(t)、颗粒质量浓度 M 的瞬时平均方差σM(t)分别为 
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其中, Q 为 MC 循环的次数; σN,i(t)和σM,i(t)分别为第 i 次 MC 循环中、t 时刻 N 和 M 的瞬时平均

方差; L 为 0~t 范围内离散的时间窗口的数目, Nj 和 Mj 分别为第 j 个时间窗口, 即 1
j

mmt t
=

= ∆∑   

时刻处的 N 和 M 的 MC 模拟值,  Nj,theory和 Mj,theory分别为对应时刻处的 N 和 M 的理论值.  
类似地, 对于初始单分散性颗粒群工况, 可以定义颗粒尺度分布函数的整体方差如下  
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其中 , Pj(t)为  t 时刻得到含有  j 个单体的颗粒的概率 ; ntotal 为无量纲的颗粒数目浓度 , ntotal= 

( ) ( )0theory theory1 ,v N t v M t=  v 为无量纲的颗粒平均尺度; kmax 和  kmin 分别为颗粒群中尺度最

大和最小的颗粒所包含的单体颗粒(初始颗粒)的数目.  
把 EDCV 算法与阶梯式常体积法[7]、常数目法[8]和 MMC 算法[9,11,12]进行定量比较, 其中

EDCV-1为采用“异数目权值虚拟颗粒群策略”和“常数目方案”的EDCV法,  EDCV-2为采用“等
数目权值虚拟颗粒群策略”和“阶梯式常数目方案”的 EDCV 法. 这种工况主要用于检验 EDCV
算法所基于的“异数目权值虚拟颗粒群策略”、“异数目权值虚拟颗粒凝并准则”等的正确性. 其
中两种 EDCV 法均采用接受-拒绝法实现主颗粒的选择. 在几种 MC 中, 初始模拟颗粒数目均

为 1000,  MMC 中乘积因子α 为 0.01. 系统演变时间长度为 1000 s, 计算结果如图 3 所示, 在
同一台计算机(Althon 2500+, 512M)上消耗的 CPU 时间 TCPU 如表 1 所示.  

 

表 1  各种 MC 对各工况的计算代价 
参数 阶梯式常体积法 常数目法 MMC EDCV-1 EDCV-2 

TCPU/s, Case1 18.07 45.15 13.01 331.04 20.27 
TCPU/s, Case2 - - 43.83 8392.72 144.02 

 
由图 3 模拟结果可知, EDCV-2 的模拟结果类似于阶梯式常数目法, 这表明阶梯式常体积

法实际上是 EDCV 算法的一种特例. 实际上, EDCV-2 算法跟踪整体系统, 每颗虚拟颗粒均具

有相同的数目权值, 它通过公共数目权值的倍减来恢复虚拟颗粒数目; 而阶梯式常体积法跟

踪子系统, 子系统内每颗模拟颗粒的公共数目权值为  ws=1, 从整体系统(其体积为  V)来看, 每
颗模拟颗粒的公共数目权值为 w = V/Vs, 它通过子系统的倍增来实现模拟颗粒数目的恢复, 实
际上也是实现整体系统中公共数目权值  w 的倍减; 所以两种算法本质上是相同的, 只是基于不

同的跟踪系统而采用不同的数目权值倍减方案而已. 
然而, 恒定地保持模拟颗粒数目不变的 EDCV-1 的对于颗粒数目浓度 N 的模拟结果精度, 

虽然稍微高于MMC算法和常数目法, 但是低于EDCV-2(参见图 3(a)和(d)). 这是因为恢复虚拟

颗粒数目和保持计算区域的过程中将对模拟颗粒群产生一定程度的人为扰动, 从而引入了数

值误差, 扰动程度越小, 扰动次数越少, 数值误差也越小. 对于颗粒尺度分布的各阶矩(颗粒总

数目浓度和总质量浓度等), 阶梯式恢复虚拟颗粒数目的方法(阶梯式常体积法所采用的倍增

计算区域的办法, EDCV-2 所采用的倍减虚拟颗粒公共数目权值的办法)所表现的“阶梯式误差”
比连续式恢复模拟颗粒数目的方法(EDCV-1 和  MMC 算法采用的调整虚拟颗粒数目权值的方

法, 常数目法中采用的实时调整计算区域的方法)所表现的“常数目误差”要相对小一些. 而几

种事件驱动 MC(包括两种  EDCV)对于颗粒质量浓度的描述均能达到严格的精度, 比时间驱动

MC 精度更高(参见图  3(b)和(e)), 主要归因于事件驱动  MC 天生就避免了时间驱动 MC(包括

MMC 算法)所固有的解藕假设和“解藕误差”的缘故. 
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图 3  初始单分散性颗粒群的常凝并核工况 

(a) 颗粒数目浓度; (b) 颗粒质量浓度; (c) 颗粒尺度分布; (d) 颗粒数目浓度的平均方差;  
(e) 颗粒质量浓度的平均方差; (f) 颗粒尺度分布函数的整体方差 

 
几种 MC 对于颗粒尺度分布函数的时间演变过程均能达到相当的精度(参见图  3(c)和(f)). 

实际上, MC 算法对于颗粒尺度分布函数的描述精度主要取决于模拟颗粒数目, 当模拟颗粒数

目达到 O(103)量级时, 在同样的初始模拟颗粒数目的条件下, 尽管模拟过程中几种 MC 算法的

模拟颗粒数目并不完全相等, 但是几种 MC 算法对 PSDF 时间演变均具有几乎同样的描述精度. 
值得注意的是, 对于基于“异数目权值虚拟颗粒群策略”的 EDCV-1 和 MMC, 由于可以分配一

些数目权值较小的虚拟颗粒来代表那些实际颗粒数目较少的颗粒类(如本算例中的颗粒尺度谱

的高端部分), 从而可以更精确地捕捉颗粒尺度分布高端部分的动力学演变(图 3(c)).  
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几种 MC 的计算代价的比较如表 1 所示, EDCV-1 的较高计算代价归结为两个因素: 1) 计

算凝并概率时计算代价为 O(Nf
2), 而等数目权值虚拟颗粒策略的 MC(阶梯式常体积法、常数目

法和 EDCV-2)此时的计算代价为 O(Nf
2)的一半;  2) EDCV-1中跟踪的虚拟颗粒数目为 Nf0, 但是

阶梯式常体积法和 EDCV-2 跟踪的虚拟颗粒数目为 Nf0/2~Nf0.  
对于这种初始单分散性颗粒群的凝并工况, 整体而言, 基于“异数目权值虚拟颗粒群策

略”的 EDCV-1 比基于“等数目权值虚拟颗粒群策略”的 EDCV-2 在计算精度和计算效率方面处

于下风, 除了上述的原因外, 还因为: 在初始时刻基于单分散性实际颗粒群生成虚拟颗粒群时, 
不存在离散误差; 另外一方面, 随着时间的推移, 颗粒群的几何标准偏差越来越大, 即颗粒间

的尺度差异越来越大, 可以预见, 此时 EDCV-1 将更能准确描述那些数目浓度较小的颗粒类的

凝并动力学, 从而计算精度比 EDCV-2 高. 因此,  EDCV-2 可以推荐描述初始单分散性颗粒群

在较短时间内的凝并过程.  

2.2  初始多分散性颗粒群的常凝并核工况 

这种工况中, 初始时刻颗粒尺度分布函数满足指数分布 
 0 0 0( ,0) / exp( / ),g gn v N v v v= × −  (23) 

其中, 初始颗粒平均尺度 vg0=0.029 µm3, 初始颗粒数目浓度 N0=106 cm−3, 凝并核βij=A=6.405× 
10−10 cm3·s−1, 凝并特征时间尺度定义为τcoag=2/(AN0)≈1561.3 s. 这种工况主要用于检验 EDCV
对于初始多分散性颗粒群凝并过程的描述精度. 两种  EDCV 法均采用累积概率法实现主颗粒

的选择. 把两种EDCV与理论分析解[14]及MMC算法[12]进行比较. 对连续分布的实际颗粒群进

行初始化时, 初始虚拟颗粒数目均设置为 3000, 且均按照对数分类法则在 10−5~1 µm3 的区间

把颗粒尺度谱分为 200类, 设定每个颗粒类至少由 10个虚拟颗粒所代表. 于是EDCV-1和MMC
最终跟踪的虚拟颗粒总数目始终为 4040, 而 EDCV-2 初始跟踪的虚拟颗粒总数目为 3160, 并且

凝并过程中在 1580~3160 之间波动. 
由图 4 可知, 两种 EDCV 均相对高精度地描述了颗粒尺度分布函数的各阶矩、特定时刻

颗粒尺度分布函数. 但是 EDCV-1 由于“常数目误差”而对颗粒数目浓度 N 有一定偏差, 但是精

确描述了颗粒质量浓度 M 的演变; 在对连续型指数分布的实际颗粒尺度谱进行初始化时, 采
用“等数目权值虚拟颗粒群策略”的 EDCV-2 由于无法完全继承实际颗粒群的颗粒尺度分布函

数的信息,实际颗粒群的颗粒尺度谱的高端和低端部分都无法被虚拟颗粒群所描述, 所以存在

明显的“离散误差”, 并影响了EDCV-2对于N, M和特定时刻颗粒尺度分布函数的描述精度. 而
采用“异数目权值虚拟颗粒群策略”的EDCV-1和MMC则能完整地描述整个尺度范围内的凝并

动力学过程, 特别是对尺度谱高端和低端部分的描述. 另外, 由于基于时间驱动 MC 的 MMC
算法所固有的解藕假设和解藕误差, 它对于 N 的精度低于 EDCV-2(参见图 4(a)), 对于 M 的精

度低于  EDCV-1 和  EDCV-2(参见图  4(b)), 对于颗粒尺度分布函数的精度整体上低于  EDCV-1, 
表现为更大和更多的脉动(参见图 4(c)).  

几种算法对于该工况的计算代价的比较如表 1 所示, 可知, 采用“异数目权值虚拟颗粒群

策略”的 MC 算法(EDCV-1)比采用“等数目权值虚拟颗粒群策略”的 EDCV-2 计算代价更大, 这
同样归因于 EDCV-1 耗费更多的计算代价得到凝并速率和跟踪更多的虚拟颗粒. 
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图 4  初始指数分布颗粒群的常凝并核工况 

(a) 颗粒数目浓度; (b)颗粒质量浓度; (c) 颗粒尺度分布函数的时间演变 
 

对于这种初始多分散性颗粒群的凝并工况, 整体而言, 相比较于基于“等数目权值虚拟颗

粒群策略”的 EDCV-2, 基于“异数目权值虚拟颗粒群策略”的 EDCV-1 的计算精度要更高一些. 
主要是因为: 在 EDCV-2 中, 初始阶段所引入的较大“离散误差”在模拟过程中得到繁殖甚至放

大. 因此,  EDCV-1 更适合于描述初始多分散性颗粒群的凝并动力学. 

3  结论 

基于事件驱动 MC 对解藕误差的免疫以及高计算精度和效率的认识, 本文发展了一种新

的事件驱动常体积(EDCV)法. EDCV 引入加权虚拟颗粒的概念和保持常体积特征, 并把“等数

目权值虚拟颗粒策略”和“异数目权值虚拟颗粒策略”、“等数目权值虚拟颗粒凝并准则”和“异数

目权值虚拟颗粒凝并准则”、累计概率法和接受-拒绝法等技术统一在一个框架下, 且在事件驱

动 MC 的框架下处理凝并动力学过程.  
通过对多种主流 MC 的定量比较, 证明 EDCV 方法能够较高精度和较高效率地描述初始

单分散或多分散颗粒群的凝并动力学过程, 其中基于“等数目权值虚拟颗粒群策略”的 EDCV-2
由于尽量避免了虚拟颗粒数目权值的扰动而具有较小的“阶梯式误差”, 且跟踪数目较少的虚

拟颗粒群, 故能在某些特殊工况(如初始单分散或离散分布颗粒群凝并工况)中高精度和高效

率地描述颗粒凝并过程, 但是它无法精确自然界和工程界更为普遍的多分散颗粒群全尺度范

围内的凝并过程, 这正是基于“异数目权值虚拟颗粒群策略”的 EDCV-1 的优势. EDCV-1 虽然
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由于对虚拟颗粒数目权值的频繁扰动而具有较大的“常数目误差”(具体表现在对颗粒数目浓度

的描述精度低于 EDCV-2), 但是能够精确描述颗粒质量浓度, 且能更高精度地描述多分散颗

粒群全尺度范围内的凝并过程, 其代价是计算效率相对 EDCV-2 要低一些. 实际上 EDCV-2 是

EDCV-1 的一种特例. 两种版本的 EDCV 的适用范围需要具体分析, 如果对于初始单分散或离

散分布颗粒群凝并工况, 或者某些计算精度要求不高的多分散颗粒群工况, 可以选择 EDCV-2, 
而对于某些要求描述多分散颗粒群全尺度范围内凝并动力学的工况, 则推荐使用  EDCV-1. 总
体而言, 模拟结果证明 EDCV 法已经成为目前零维 PBM 数值算法中计算精度和计算效率最高

的随机算法之一. 
描述颗粒尺度分布函数时间和空间演变的多维颗粒群平衡模拟已经成为当前极富挑战性

的科学和工程需求. 以本文所发展的描述零维颗粒群平衡模拟的事件驱动常体积法为基础, 
耦合两相湍流模型以实现多维颗粒群平衡模拟是值得探讨的研究方向, 其难点在于如何把描

述颗粒动力学演变过程的事件驱动框架与描述两相流场的时间驱动框架统一在一个体系之内. 
这将是下阶段值得继续的研究内容之一. 
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