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描述颗粒沉积动力学演变过程的一种随机算法
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摘 要: 为了解决普通 Monte Carlo 算法计算精度和计算代价无法协调的矛盾, 发展了一种新的多重 Monte Carlo

(MMC) 算法求解考虑多分散性颗粒沉积的通用动力学方程, 该算法引入加权虚拟颗粒的概念, 基于时间驱动Monte

Carlo 技术,模拟过程中保持虚拟颗粒数目和计算区域体积不变。首先详细介绍了考虑颗粒沉积的 MMC 算法, 包括

时间步长的设置、颗粒是否沉积的判断、沉积后果的处理等。然后选定三个存在理论分析解的特殊工况对 MMC 算

法进行验证,数值模拟结果与相应的理论分析解符合很好,表明该算法具有较高的计算精度 ,同时该算法计算代价

很小。
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0 引 言

颗粒物在流体介质中迁移、输运、扩散等时,由于

各种不同的机理,如重力作用、布朗扩散、湍流扩散和

输运、电荷吸附、湿去除等, 会在壁面边界上沉积下

来
[ 1]
。沉积过程广泛存在于自然和工业过程中,如大

气中气溶胶的自然脱除、雨雪雾冰等降落、化工中乳

胶体和絮凝物的沉积、火电厂中烟道内飞灰颗粒的壁

面沉积、核反应堆的安全性分析中模拟爆炸过程中气

溶胶的扩散沉降过程、室内空气污染物的迁移等
[ 2]
。

目前主要通过研究颗粒的终端速度
[ 3]
或沉积系数

[ 4]

描述颗粒的沉积过程. 离散颗粒系统的一个重要的

参数是颗粒尺度分布( PSD) , 它的演变过程可由通用

动力学方程( General Dynamic Equation, 简称 GDE)描

述。对于单分散性颗粒的沉积, GDE 存在指数形式

的理论解; 对于某些具有简单尺度分布(如初始 PSD

满足指数分布、对数正态分布或伽马分布等)和简单

线性的沉积系数(或称为沉积核)的颗粒群沉积现象

而言,GDE也可理论求解
[ 5]
。但是,一方面这些理论

解无法直接提供颗粒几何平均尺度、颗粒总数目、颗

粒几何标准偏差(分散度)等关键信息; 另外, 对于多

分散性颗粒群和非线性沉积核而言, 普通的数值方

法,如有限差分法、有限容积法等, 均难以数值求解

GDE。目前常见的 GDE 解法主要有矩方法
[5]
、分区

法
[ 6]
、离散法、离散分区法、Monte Carlo( MC)算法

[7~ 8]

等几类, 各有其优缺点。MC 算法
[ 7]
由于能得到颗粒

的轨道经历效应和历史效应,可以方便处理多组分、

多分散性颗粒,对于复杂的颗粒演变如不规则形状颗

粒甚至已经沉积的颗粒的重新携带等均能处理,算法

相对较简单而易于编程实现,可以无阻碍地处理具有

复杂沉积核函数形式的沉积机理;但是MC算法由于

需要跟踪大量的模拟颗粒而计算代价较大,而且考虑

沉积的普通的常体积( Constan-t Volume) MC 算法无法

协调计算精度和计算代价之间的矛盾,这是因为随着

颗粒沉积事件的发生, 实际颗粒数目会不断减少, 普

通MC算法中模拟颗粒数目 N 也会不断减少, 由于

MC算法的计算精度与 N成反比, 这使得计算精度

会不断降低;普通MC算法为了保证相当的计算精度

而不得不增多初始的模拟颗粒数目,这进一步导致了

MC算法计算代价的增大。随着计算机计算能力的

增强和计算方法的改进, 这些缺点在逐渐得到解决。

Matsoukas等
[8]
发展了一种常数目( Constan-t Number)

MC法,在计算过程中保持模拟颗粒数目不变, 从而

保证该 MC算法具有稳定的计算精度, 但是该算法基

于事件驱动( even-t driven) , 并且以不断收缩和扩张计

算区域的体积为代价来保证计算区域内恒定的模拟

颗粒数目, 因此难以进一步同时考虑颗粒的空间扩

散、边界条件、颗粒场的动力学演变等,也不便于具体
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的工程应用和科学定量分析。本文试图提出了一种

多重 Monte Carlo 算法 ( Mult-i Monte Carlo, 以下简称

MMC算法)来求解同时考虑颗粒沉积的 GDE, 使其具

备较高的计算精度和较低的计算代价, 并能方便地应

用于工程计算和科学定量分析。

1 考虑颗粒沉积的多重 Monte Carlo

算法

考虑颗粒沉积的通用动力学方程( GDE)为
[ 5]
:

dnp ( v , t ) dt = - R( v , t ) np ( v , t ) ( 1)

其中, np ( v , t )为颗粒尺度分布函数 (量纲为 m
- 3

m
- 3
) , 表示时刻 t、体积为 v 的颗粒组在单位体积内

的数目浓度, R( v , t )称为沉积核或沉积系数,描述单

位时间内体积为 v 的颗粒可能沉积的概率(量纲为

s
- 1
) ,各种沉积机理可以在沉积核的模型中集中考

虑。

1. 1 考虑沉积的MMC算法的技术路线

当采用随机算法来描述颗粒沉积的动力学过程

时,颗粒群被视为一个服从统计学规律的整体, 时刻

t、尺度为 v 的颗粒是否发生沉积事件服从一个概率,

即沉积核 R( v , t )。

MMC 算法的特点是引入加权虚拟颗粒的概念和

同时具有时间驱动 MC、常数目 MC 和常体积 MC 的

特点。首先,MMC 算法认为体积相同或相近的颗粒

具有同样的属性和动力学行为, 这些实际颗粒能够

被适当数目的虚拟颗粒所代表, 编号为 i 的虚拟颗

粒被赋予数目权值 kwti ( kwt i 的物理意义是虚拟颗粒

i所代表的实际颗粒的个数) , 虚拟颗粒的演变过程

可以代表这些实际颗粒的演变过程, MMC算法跟踪

虚拟颗粒的沉积过程。由于虚拟颗粒的总数目比实

际颗粒总数目少得多, 故 MMC 算法的整体计算代价

比普通MC算法要小得多。引入虚拟颗粒的详细步

骤和示例参照文献[ 9]。

MMC 算法基于时间驱动, 认为在适当的时间步

长 t 内, 颗粒之间的动力学事件可以互相解耦, 即

可以独立处理每一个虚拟颗粒的沉积事件。考虑颗

粒沉积的MMC算法的流程图如图 1。其中的关键步

骤包括时间步长的计算、随机方法判断沉积事件的发

生和随机方法处理沉积事件的后果。

1. 2 时间步长的设置

对于基于时间驱动( t ime-driven)的MMC算法的

图 1 处理沉积事件的多重Monte Carlo 算法流程图

Fig. 1 Flow chart of Mult-i Monte Carlo method for deposit ion

时间步长的设置, 最重要的是保证在时间步长范围

内,任何颗粒都只可能发生最多一次沉积事件, 这样

才不至于遗漏对该事件的处理。所以时间步长要小

于等于计算区域内某一颗粒发生一次沉积事件的时

间尺度中的最小值(称为最小沉积时间) ,时间步长是

可调的。在某个控制容积 V 内, 假设有 N 个实际颗

粒,虚拟颗粒个数为 N f , 那么最小沉积时间为:

t depo,min =
1

max
i = 1, , N

f

( R i )
( 2)

R i 为控制容积V 中颗粒 i 的沉积核,表示单位时

间内颗粒 i发生一次沉积事件的概率。所以,时间步

长的限制条件可表达为 t t depo, min。

1. 3 MMC算法对沉积事件的处理

由算法流程图 1可知, MMC 算法对沉积事件的

处理包括颗粒是否沉积的判断以及沉积后果的处理。

虚拟颗粒A(编号为 i )是否发生沉积事件的判断

表达式如下:

r1 Ri t 虚拟颗粒 i 沉积

r1 > Ri t 虚拟颗粒 i 不沉积
( 3)

其中, r 1为满足均匀分布、位于[ 0, 1]的随机数。

颗粒沉积的直接后果是实际颗粒总数目的减少,

如果不进行处理,虚拟颗粒数目也会相应减少。为了

保持Monte Carlo 算法的计算精度,需要控制虚拟颗粒

的数目。通过一个随机过程从虚拟颗粒数列中随机

选取一颗虚拟颗粒 B, 其序号为 integer[ r2 N f + 1] ,

integer[ ]表示取整, r2 为满足均匀分布、位于[ 0, 1]的

随机数。如果选择的虚拟颗粒就是已经判断出来将

要沉积的虚拟颗粒 A,则需要重新选择。此时, 把虚

拟颗粒 B 分裂成两颗虚拟颗粒 C 和 D, kwt B = 2kwtC

= 2kwtD , 且 vB= vC= vD , 其中 vB、vC 和 vD 为相应的

颗粒体积; 把虚拟颗粒 C和 D分别取代虚拟颗粒 A
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和B在虚拟颗粒序列中的位置。这样的处理手段保

持了虚拟颗粒总数目不变从而保证了 MC 算法计算

精度的稳定。

2 算法验证及讨论

导致沉积的各种机制集中体现在沉积核的模型

中,对于一般工况下的颗粒, 重力作用和布朗扩散是

最重要的干沉降机制。Park等
[5]
认为考虑重力作用

和布朗扩散的沉积核可如下描述:

R( v , t ) = Rb ( v , t ) + R g( v , t ) = Av
- 2( n- 1) 3 n

+ Bv
2/ 3

( 4)

其中, R b ( v , t ) , R g ( v , t )分别为布朗扩散机制和重力

作用机制所控制的沉积核:

Rb ( v , t ) = Av
- 2( n- 1) ( 3 n)

, Rg ( v , t ) = Bv
2/3
,

A =
1. 7 kBT

6

n- 1 n

nSsin( n)
n

keL
2- n
2

V
,

B =
2 g
9 H

, L 2 =
L

Re
( 5)

其中, n为由实验确定的一个适配系数,一般 n= 2. 5

~ 2. 8; 为介质分子的平均自由程。kB 为 Boltzmann

常数, kB = 1. 38054 10
- 23
J K, T 为介质的绝对温度,

为介质动力学粘性系数, 为颗粒材料密度, g 为

重力加速度, H 为计算区域高度, V 为计算区域体积,

S 为计算区域壁面面积总和, ke 为湍流的扩散系数,

L2 为湍流边界层厚度, L 为流场的特征尺度, Re 为

流体介质的雷诺数。在本文中, 对于所有模拟工况,

以上参数的设置如下: n= 2. 6; = 0. 1 m; 计算区域

长 宽 高= 3m 5m 2. 5m; T = 433. 15K; L = 1m;

ke= 36s
- 1
; = 2000kg m

3
; g = 9. 782m s

2
; = 3. 14

10
- 5
kg ( m s) ; Re = 3000。初始颗粒数密度为 N 0 =

10
6
l m

3
,虚拟颗粒数目为 N f= 3000。

Park等经过分析认为
[ 5]
,对于粗大颗粒的沉积机

制主要由重力作用所控制, 布朗扩散对其影响甚微,

此时可认为沉积核 R ( v , t ) Rg ( v , t ) ; 而细微颗粒

的沉积主要受布朗扩散的影响,此时可认为沉积核 R

( v , t ) Rb ( v , t ) ;中等尺度范围的颗粒的沉积机制

则必须同时考虑重力作用和布朗扩散, R ( v , t ) = Rb

( v , t ) + Rg ( v , t )。所谓的粗大颗粒、细微颗粒、中等

尺度范围的颗粒为一相对概念, 对于不同的计算工

况,需要具体分析; 一般来说, 如果 R b ( v ) Rg ( v ) >

100,则可认为该体积为 v 的颗粒为细微颗粒; 如果

Rb ( v ) Rg ( v ) < 0. 01,则可认为颗粒 v 为粗大颗粒;

如果 0. 01 R b ( v ) R g ( v ) 100, 则认为颗粒 v 为中

等尺度范围的颗粒。当颗粒尺度的初始分布为对数

正态分布时, Park等利用矩方法、在适当简化的前提

下,分别得到了粗大颗粒、细微颗粒和中等尺度范围

颗粒的颗粒尺度分布函数的理论分析近似解
[ 5]
。本

文选取其作为MMC算法的检验标准。满足对数正态

分布的颗粒尺度分布函数如下:

np ( v , t ) =
1
3v

N ( t )

2 ln ( t )
exp -

ln
2
[ v v g ( t ) ]

18ln
2
( t )

( 6)

( t )为随时间变化的几何标准方差; v g ( t )为随时间

变化的颗粒几何平均体积, v g ( t ) = 4 r g ( t )
3
3, r g ( t )

为随时间变化的颗粒几何平均半径; N ( t )为颗粒总

数目浓度。在对颗粒群进行离散化的过程中, 按照对

数分类法则把其分为 200类颗粒,以每类颗粒的几何

平均体积代表该类内所有颗粒的实际体积。另外, 颗

粒的沉积特征时间尺度定义为 d= 1 R( v g0 , 0)。

2. 1 重力作用下的粗大颗粒沉积

在初始时刻,选取 r g0= 3 m, 0 = 1. 35, 此时颗粒

的直径范围大约为[ 1. 80 m, 19. 93 m] , Rb ( v ) Rg ( v )

的范围大约为[ 8. 92 10
- 6
, 2. 08 10

- 2
]。此时特征

沉积时间尺度 d 为 2006. 24s,选取演变时间为 10 d ,

即 20062. 4s。颗粒的总数密度、几何平均体积、几何

标准方差与 Park等的理论分析解
[5]
的比较如图 2( a)

所示, 图中 MMC solution ( 1) 为只考虑重力作用沉积

机制时的MMC数值模拟结果, 与理论分析解符合很

好;图中 MMC solution ( 2) 为同时考虑重力作用和布

朗扩散沉积机制时的 MMC 数值模拟结果, 由于

Rb ( v ) Rg ( v )的限制, 与理论分析解以及只考虑重力

作用沉积机制的 MMC solution ( 1) 基本符合, 这表明

Park等的简化处理是基本正确的。但随着时间往后

推移, 对于颗粒群的几何标准方差, MMC solution

( 1) 与相应的理论分析解有一些误差,以更大的速率

衰减到 1,这表明颗粒群的粒径越来越均匀( = 1

表示粒径统一的单分散性颗粒群) ;出现误差的原因

是随着时间的推移,颗粒群中的粗大颗粒率先沉积下

来,颗粒平均几何体积越来越小, 但是对于剩下的那

些较小颗粒, 其 R b ( v ) Rg ( v )仍然维持在一定量纲

(如2. 00 10
- 2
, 大于经验值 10

- 2
) , 布朗扩散沉积机

制不能完全忽略, 存在对颗粒尺度分布的演变的影

响;这也一方面说明,对于颗粒尺度范围并不完全集
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中于粗大颗粒范围内的工况, Park的理论分析解并不

完全适用。另外,颗粒尺度分布为单分散性时颗粒总

数密度的理论分析解为 N ( t ) N 0 = exp[ - Rg ( v , t )

t ] ,注意到, 当假设颗粒群内每个颗粒粒径 r = r g0 =

3 m时,其结果 monodisperse solution 与 MMC模拟结

果和 Park的理论分析解均有很大的误差, 特别是演

变时间较长时。

图 2( b)为几个特定时刻的颗粒尺度分布曲线与

理论分析解的比较, 两者符合较好。由图可知, 随着

时间的推移,尺度分布曲线往左下角推移,且越来越

平坦, 表明粗大颗粒逐渐沉降下来, 而其中相对较小

的那些颗粒由于受重力作用影响较小而仍然存在,颗

粒群的几何平均体积变小,颗粒之间体积差异也越来

越小。

( a)

( b)

图 2 粗大颗粒沉积的 MMC结果与理论分析解的比较

Fig. 2 Comparison of changes in part icle size distribut ion

in the coarse part icles size range

2. 2 布朗扩散下的细微颗粒沉积

在初始时刻, 选取 r g0 = 0. 01 m, 0 = 1. 35, 此时

颗粒的直径范围大约为[ 6. 02nm, 66. 43nm] , Rb ( v )

Rg ( v )的范围大约为 [ 898. 02, 2098517. 73]。此时特

征沉积时间尺度 d 为 4159. 36s, 仍然选取演变时间

为 10 d ,即41593. 56s。图3( a)为颗粒的总数密度、几

何平均体积、几何标准方差与 Park等的理论分析解

的比较,两者基本符合很好; 且由于 Rb ( v ) Rg ( v )保

持在较高的量级,同时考虑重力作用和布朗扩散沉积

机制时的 MMC solution ( 2) 与 MMC solution ( 1) 差

异并不明显。同样的,假设颗粒尺度分布为单分散性

时( r= rg0= 0. 01 m)的分析解 monodisperse solut ion

与 MMC模拟结果和 Park的理论分析解均有很大的

误差。

在几个特定时刻,布朗扩散机制下的颗粒尺度分

布曲线与理论分析解的比较如图 3( b) , 两者符合较

好。随着时间的推移, 尺度分布曲线往右下角推移,

且越来越平坦,表明细微颗粒逐渐沉降下来, 而布朗

扩散机制对较大的颗粒影响要小一些,仍然有较大颗

粒存在, 颗粒群的几何平均体积变大,颗粒之间体积

差异也越来越小。

( a)

( b)

图 3 细微颗粒沉积的MMC结果与理论分析解的比较

Fig. 3 Comparison of changes in part icle size distribution

in the fine particles size range
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2. 3 同时考虑重力作用和布朗扩散时的中等尺度颗

粒沉积

在初始时刻,选取 r g0 = 0. 3 m, 0 = 1. 35, 此时颗

粒的直径范围大约为 [ 0. 18 m, 1. 99 m ] , R b ( v )

Rg ( v )的范围大约为[ 1. 52 10
- 2
, 35. 45]。此时特征

沉积时间尺度 d 为 115737. 71s, 选取演变时间为

5 d ,即 578688. 55s。颗粒的总数密度、几何平均体

积、几何标准方差与 Park等的理论分析解的比较如

图4( a)所示, 与上述两种工况不同的是, 颗粒总数密

度的MMC模拟结果 MMC solution 与假设为单分散

性时( r g= r g0 = 0. 3 m)的分析解结果更为接近, 而与

Park等的理论分析解
[5]
有较大误差, 这是由于 Park

假设中等尺度颗粒的沉积是粗大颗粒沉积与细微颗

粒沉积的叠加,实际上,重力作用和布朗扩散对中等

尺度颗粒的沉积影响均明显存在, 体积较大的颗粒重

力作用对其影响大一些, 较小的颗粒布朗扩散对其影

响大一些,两种机制互相制约, 总体表现就类似于单

分散性颗粒的沉积。

图 4( b)为几个特定时刻的颗粒尺度分布曲线与

理论分析解的比较。由图可知,随着时间的推移, 尺

度分布曲线越来越平坦, 但是并不明显地往体积较小

或体积较大的方向偏移, 表明较大的颗粒和较小的颗

粒均逐渐沉积下来, 颗粒之间体积差异越来越小。

以上对三个特殊工况的模拟验证了MMC算法的

计算精度, 同时也反证了 Park等对这三种特殊工况

下理论分析解的可用性。以上三种工况下, MMC 算

法的计算代价均在数十秒之内(计算环境为: Athlon

Xp2500+ , 512M,Visual Fortran 6. 0,Windows Xp pro. ) ,

可见MMC算法完全适合于一般的工程要求, 且具备

相当的计算精度,较好地解决了普通Monte Carlo算法

计算精度和计算代价无法协调的矛盾。

注意到, 图 2( a)中的颗粒几何标准方差的误差

表明 Park的理论分析解对于颗粒尺度范围同时跨越

粗大颗粒和中等尺度颗粒时并不理想, 同样的道理,

Park的理论分析解对于颗粒尺度范围同时跨越中等

尺度颗粒和细微颗粒、或者甚至同时跨越三类颗粒时

的适用性也并不理想, MMC 则可以无阻碍的适用于

所有工况下的沉积求解。进一步推而广之, 由于

MMC算法不需要做任何假设, 也不需要限制颗粒初

始尺度分布函数,故可以用于描述任何尺度颗粒的沉

积过程。

( a)

( b)

图 4 中等尺度颗粒沉积的MMC结果与理论分析解的比较

Fig. 4 Comparison of changes in part icle size distribution

in the intermediate particles size range

3 结 论

为了求解考虑多分散性颗粒沉积的通用动力学

方程( GDE) ,本文发展了一种多重Monte Carlo (MMC)

算法, 该算法通过跟踪比实际颗粒数目少得多的虚拟

颗粒来描述颗粒尺度分布函数随时间的演变, 基于时

间驱动,模拟过程保持虚拟颗粒数目不变和计算区域

体积不变。数值模拟结果与理论分析解的比较表明

该算法较好地解决了普通 Monte Carlo 算法计算精度

和计算代价无法协调的矛盾。

对于初始时刻为对数正态分布的多分散性颗粒,

Park等的理论分析解只适合于颗粒尺度范围完全位

于粗大颗粒范围、或者细微颗粒范围或者中等尺度颗

粒范围时颗粒沉积的描述,而不适合于颗粒尺度范围

跨域分布的工况,而 MMC 算法可以较为准确地描述

任何颗粒初始尺度分布函数、任何沉积机制时的多分

散性颗粒群的沉积过程,它可以作为其他数值解法的

一个验证标准,或应用于工程计算和一般科学定量分

析。
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A stochastic algorithm for the dynamic evolution process by particle deposition

ZHAO Ha-i bo, ZHENG Chu-guang
( StateK ey Lab. of Coal Combustion , Huazhong Univ . of Sci . and Tech . , Wuhan ,Hubei 430074, China )

Abstract: In order to assort with antinomy of computation cost and computation precision in ordinary Monte Carlo

methods, mult-i Monte Carlo ( MMC) method is promoted to simulate general dynamics equation ( GDE) for deposition of

polydisperse particles. MMC method introduces the concept of weighted fictitious part icle on the base of the time-driven

technique. MMC method conserves constant number of fictitious particles and constant volume with the evolution of time.

Firstly MMC method is described in details, including the setting of time step, the judgment of the occurrence of deposition

event , and consequential treatment of particle deposition event. ThenMMC method is used to simulate three kinds of special

cases in which analytical solutions exist; The simulation result of MMC method for GDE agrees with analyt ical solution well,

which shows that MMC method has high computation precision. Furthermore MMC method also exhibits low computation

cost.

Key words: general dynamics equation; Monte Carlo method; deposition; particle; polydisperse

146 空 气 动 力 学 学 报 第 24 卷


