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凝并和成核机理下颗粒尺度分布的
M onte Carlo求解

赵海波 , 郑楚光
(华中科技大学煤燃烧国家重点实验室 , 武汉 430074)

摘要　颗粒的凝并和成核现象影响其尺度分布 , 现有的 Monte Carlo方法描述颗粒尺度分布的时间演变过程

存在若干困难. 提出了一种新的多重 Monte Carlo (MMC)算法 , 基于时间驱动 , 利用加权的虚拟颗粒的思想 ,

在模拟过程中保持虚拟颗粒总数不变和计算区域体积不变. 利用该算法对“常凝并核 , 一阶成核”的情况下

颗粒尺度分布的时间演变过程进行了数值求解 , 所得结果与数值解相符 , 表明 MMC算法具有高且稳定的计

算精度. 另外 , MMC算法由于跟踪比实际颗粒数目少得多的虚拟颗粒而具有较低的计算代价.
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凝并 (Coagulation)是两颗单独的颗粒 A和 B粘结而形成一颗新颗粒 C的过程. 成核 (Nucleation)

是气相 (或液相 )介质中的某些组分实现向固相 (或液相 )质量迁移的过程 ; 成核可称为气固 (液 )转化

或化学反应 [ 1 ]
, 本文所涉及到的成核都是均相成核或自身成核. 自然界和工程应用中均广泛存在颗粒

凝并和成核现象 [ 2 ]
. 颗粒凝并和成核会改变颗粒尺度分布 , 而颗粒尺度分布是离散系统动力学演变过

程的关键参数之一. 可以利用通用动力学方程 ( GDE; 也可称为粒数衡算方程 , 简称 PBE)描述在凝并

和成核机理作用下颗粒尺度分布的时间演变过程 [ 3 ] . 凝并和成核的 GDE由于其局部积分微分特性而

造成许多数值求解困难. 基于欧拉体系的矩方法 [ 4 ]、分区法 [ 5 ]、离散法 [ 1 ]和离散 2分区法 [ 3 ]等 , 由于需

要对颗粒尺度分布进行离散而存在数值误差和数值求解难点. 基于拉格朗日体系的 Monte Carlo (MC)

方法具有离散本性 , 与颗粒尺度分布的离散特性相符 , 且用该方法能得到颗粒的轨道经历效应和历史

效应而具有更强的扩展能力. 由于 MC方法需要跟踪 103～107个模拟颗粒而导致计算量较大 , 并且由

于凝并和成核使得常体积 MC[ 6 ]中实际颗粒数目剧烈波动而具有不稳定的统计精度. 文献 [ 7 ]提出用

一种常数目法来求解 GDE, 通过实时收缩或扩展计算区域而保持计算区域内模拟颗粒数目恒定 , 它能

保持稳定的计算精度 , 但计算区域的变动使得其难以考虑边界条件等 , 也不便于工程应用和科学定量

分析. 由于目前所有的 MC方法所采用的子系统 ( Subsystem)是在假设整体系统充分搅拌和空间各向同

性条件下进行计算的 , 故其在实际应用中也受到种种限制. 本文采用一种新的 MC方法来描述颗粒凝

并和成核机理下颗粒尺度分布的时间演变过程 , 试图解决现有 MC方法依赖于“子系统”、计算代价较

大、或难以协调计算代价和计算精度之间的矛盾、或难以工程实际应用和科学定量分析等缺陷.

1　算　　法

1. 1　同时考虑凝并和成核的计算策略

我们提出的 MC算法是基于时间驱动 [ 8 ] , 在恰当的时间步长内考虑所有颗粒可能会发生的各种情

况 , 认为这些情况是解耦的和互相独立的 , 基于凝并和成核驱动的 MC方法 [ 6 ]
, 虽然由于需要明确的

时间窗口离散而导致计算量较大 , 但却更容易与求解两相湍流模型、基于时间驱动计算策略的数值算

法耦合. 由于该算法同时具有时间驱动 MC、常体积 MC和常数目 MC的特点 , 故命名为多重 Monte



Carlo (multi2Monte Carlo, 简称 MMC)算法. 由于在足够小的时间步长Δt内 , 颗粒的凝并与成核互相解

耦 , 故设计中可以同时考虑凝并和成核的 MMC算法的计算流程.

1. 2　引入加权虚拟颗粒及设置时间步长

引入子系统概念的 MC方法中 , 每颗模拟颗粒代表实际系统中一定数目的实际颗粒 , 每颗模拟颗

粒均有一定数目的权值. 常体积 MC
[ 6 ]中模拟颗粒数目的权值始终不变. 在常数目 MC

[ 7 ]中所有模拟颗

粒的数目权值均随时间变化发生同等程度的改变. 在 MMC算法中 ,引入加权虚拟颗粒的概念 , 即一组

尺度相同或者相近的实际颗粒具备同样的属性和行为 , 它们由一颗或几颗具有适当数目权值的虚拟颗

粒代表. 在系统动力学演变过程中 , 按照各种情况的不同后果 , 通过改变相关虚拟颗粒数目的权值和

尺度 , 同时保持计算区域体积和虚拟颗粒总数目不变. 引入虚拟颗粒的具体步骤和实例参见文献 [ 9 ].

在某个计算区域 V内 ,设实际颗粒个数为 N ,虚拟颗粒个数为 N f (N f ν N ). 虚拟颗粒 i在单位时间

内发生一次凝并 (包括不同的虚拟颗粒间发生的凝并和同一颗虚拟颗粒内部发生的凝并 )的次数为

Ci =
βii ×( kw ti - 1)

2
+ ∑

N f

j =1, i≠j
(βij ×kw tj )≈ ∑

N f

j =1, i≠j
(βij ×kw tj )≈ ∑

N f

j =1
(βij ×kw tj ) (2)

式中 , kw ti为虚拟颗粒 i的数目权值. Ci也可称为虚拟颗粒 i发生一次凝并的总概率 ,βij为虚拟颗料 i和

j的凝并核. 于是虚拟颗粒 i只发生一次凝并的时间尺度 (称为凝并时间尺度 )为 ti, coag = 1 /Ci. 依据成核

核的定义 , 产生一颗实际颗粒的时间尺度 (称为成核时间尺度 )为 tnucl =δ(Vm in , V ) [ 1 /J0 (V , t) ] , 其中

δ(Vm in , V )为 D irac delta函数 , J0 (V, t)为成核核. 时间步长Δt必须小于或等于最小的凝并时间尺度 ,

也必须小于或等于最小的成核时间尺度 , 故应当满足如下规则 :

Δt≤m in α/ m ax
i =1, ⋯, N f

(Ci ) , δ(Vm in , V ) [ 1 /J0 (V, t) ] , α≤ 0101 (3)

1. 3　处理凝并和成核

采用 Nanbu算法 [ 10 ]来判断当前跟踪的虚拟颗粒 i是否发生凝并和寻找凝并伙伴 j. 假设 R1为满足

均匀分布、位于 [ 0, 1 ]的随机数 , 判断虚拟颗粒 i在时间步长Δt内将发生一次凝并的数学关系式为

R1≤CiΔt. 虚拟颗粒 i的凝并伙伴通过如下步骤选择 : 首先计算当前Δt内跟踪颗粒 i与其它某颗虚拟

颗粒 j发生凝并的概率 Pij = kw tj ×βij ×Δt, 跟踪颗粒 i内部发生凝并的概率为 Pii = ( kw ti - 1) /2 ×βii ×

Δt; 然后 , 如果以下关系得到满足 , 则认为虚拟颗粒 j为虚拟颗粒 i的凝并伙伴 :

∑
j- 1

k =1
Pik ≤ R1 ≤∑

j

k =1
Pik , 　j∈ (1, N f ) (4)

　　为了保持虚拟颗粒的总数目不变 ,并不舍弃发生凝并的两颗虚拟颗粒 i和 j中的任何一颗 ,也不添

加一颗新的虚拟颗粒 , 而是通过调整两颗虚拟颗粒数目的权值和体积来体现凝并后果 , 同时保持计算

区域体积不变. 认为凝并的发生使得两虚拟颗粒数目的权值 kw ti和 kw tj均各自减少了一半 , 并且其体

积均变为 (V i +V j ). 由于每颗虚拟颗粒均需要判断其是否凝并和寻找其凝并伙伴 , 所以对于同一凝并

将被检测到 2次. 如果当前跟踪的虚拟颗粒为 i, 则只处理虚拟颗粒 i以体现凝并的后果 , 而不对当前

的凝并伙伴 j作任何改变 , 即 ( kw ti ) new = kw ti /2; (V i ) new = V i + V j. 如果当前跟踪颗粒轮到虚拟颗粒 j

时 , 理论上会检测到同一凝并 , 且其凝并伙伴为虚拟颗粒 i, 同样仅仅改变当前跟踪的虚拟颗粒 j的数

目权值和体积以体现凝并的后果 , 即 ( kw tj ) new = kw tj /2; (V j ) new =V i +V j. 一般成核核体 ( nuclei)体积为

Vm in , 在单位体积和Δt内产生的核体数目为 nnul =Δt×J0 ( t)δ(Vm in , V ) , 由于时间步长的限制 , nnul≤1.

如果满足均匀分布和位于 [ 0, 1 ]的随机数 R2≤nnul , 则认为发生成核现象 , 利用一个虚拟颗粒 k代表这

颗新产生的核体 , 则 Vk =Vm in , kw tk = 1. 虚拟颗粒总数目将增加一个 , 增加 MC的计算量. 为了保持虚

拟颗粒数目 , 随机寻找一颗体积等于或者近似等于 Vm in的虚拟颗粒 m , 把 k和 m合并 , 则 m的属性为

(Vm ) new =Vm in , ( kw tm ) new = kw tm + 1.

2　结果与讨论

2. 1　算例描述

核体产生的速率通常取决于前驱体 ( Precursor)的浓度 , 一般认为核体的产生速率与前驱体的浓度
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cp re ( t)成一阶正比 [ 1 ] , 也就是说 J0 ( t)δ(Vm in , V ) = KN cp re ( t) = - dcp re ( t) / d t, 其中 KN为成核速率. 可以

推导得到 cp re ( t) = cp re (0) exp ( - KN t) , 故 J0 ( t)δ(Vm in , V ) = KN cp re (0) exp ( - KN t).

假设初始时刻单位体积的计算区域内不存在任何实际颗粒 , 随着时间的推移 , 前驱体不断转化为

核体 (即成核 ) , 核体之间发生凝并而长成更大的颗粒. 该过程可以利用如下“类”化学方程式来表示 :

cp re creal, 1 ; 　creal, i + creal, j creal, i+j , 　i, j = 1, 2, ⋯, (5)

式中 , 第一个化学反应方程表示成核 , 第二个化学反应方程表示凝并. 在本举例中 , 颗粒之间的凝并

速率与尺度无关 ,即βij = KB ,其中 KB为常数. 定义成核特征时间尺度为τN = 1 / KN , 凝并特征时间尺度

为τC = 1 / [ KB cp re (0) ] , 在成核和凝并两种机理的共同作用下 , 实际颗粒的总浓度满足下式 [ 7 ] :

dcreal

d t
=

cp re

τN
-

1
2τC

c
2
real =

cp re (0) exp ( - KN t)

τN
-

1
2τC

c
2
real (6)

　　根据质量守恒原则 , 任何时刻剩余的前驱体质量与实际颗粒质量总和等于初始时刻前驱体质量的

总和 , 即 cp re ( t) Vp re + creal ( t)〈V real〉= cp re (0) Vp re. 故实际颗粒的平均质量为

〈V real〉= [ cp re (0) Vp re - cp re ( t) Vp re ] / creal ( t) = cp re (0) Vp re [ 1 - exp ( - KN t) ] / creal ( t) (7)

　　联立方程 (6)和 (7) , 利用数值算法 (本文采用定步长欧拉方法 )得到实际颗粒的总浓度和平均尺

度 , 并将其作为 MMC模拟结果的参照. 本文中 , cp re (0) = 10
5

Particles/m
3

, KB = 61405 ×10
- 6

m
3

/ ( Par2
ticles·s) , 前驱体和核体的体积均为 1. 通过调整 KN使得τN /τC值分别为 015, 1和 10,τN /τC越小 , 表

明成核速率越快. 虚拟颗粒数目的上限为 3 000, 演变的时间长度均取为 10 000τN.

2. 2　模　　拟

图 1为实际颗粒的总浓度随时间的演变. 在起始阶段 , 由于前驱体的浓度较大 , 成核过程占主导

地位 , 实际颗粒数目不断攀升 , 当时间演变到 t /τN =τN /τC附近 , 凝并开始占主导地位 , 实际颗粒数目

开始下降. 图 2为实际颗粒平均尺度随时间的演变过程 , 在 [ 0,τN ]的时间窗口内 , 平均尺度基本维持

F ig. 1　Tota l particle num ber F ig. 2　Geom etr ic m ean particle volum e

F ig. 3　The f irst2order m om en t of particle

size d istr ibution

在 Vp re , 这是由于该段时间窗口内成核时间尺度远远小于凝并时间尺度 , 或者说成核概率远远大于凝

并概率 , 从而使得凝并很少发生的缘故. 在 t =τN之后 , 虽然仍然有少量核体产生 , 但是凝并发生的概

率却远远大于成核概率 , 使得颗粒平均尺度基本呈指数增长. 图 3为实际颗粒尺度分布的一阶矩 M 1随

时间的演变过程 , M 1 ( t) =∫np (V , t) V dV ,

物理意义为颗粒总体积 , 是颗粒尺度分布

的一个重要参数. 由图 3可知 , 从初始时

刻 t = 0开始 , M 1 ( t)基本呈指数增长 , 这

是由于颗粒的成核所导致的. 当在 t =τN
之后 , M 1 ( t)基本保持不变 , 这是由于颗

粒成核很少发生 , 而颗粒的凝并并不改变

一阶矩 M 1 ( t)的缘故.图 1～3的 MMC数

值模拟结果与数值解符合得很好 , 证明同

时考虑凝并和成核的 MMC算法具有较高

且稳定的计算精度. 以上几种计算过程
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中 , 所耗费的计算时间均为 20 m in左右 (CPU为 A thlon Xp2500 + ,内存为 512M ) ,可见其计算量较小.

2. 3　讨　　论

GDE的建立把复杂的凝并机理和成核机理分别转移到凝并核和成核核的模型中 , 而 MMC算法成

功地减小了 GDE的数值求解难度 , 此时只要能够给出不同情况下相应的凝并核和成核核 , 用 MMC算

法可方便地描述颗粒尺度分布的时间演变过程. MMC算法的计算代价主要消耗在时间步长的计算上 ,

即使对于工程和自然界中非常复杂的凝并核和沉积核 , 其计算量也无明显增加. 用 MMC算法能得到

颗粒的浓度、颗粒平均尺度和颗粒分散度等整体信息以及任意时刻的颗粒尺度分布等细节信息. MMC

算法扩展能力很强 , 不但可方便地把冷凝 /蒸发 [ 9 ]、破碎 [ 11 ]、沉积 [ 12 ]等考虑进来 , 也可进行多组分、

多分散性颗粒的 GDE求解 , 甚至可与两相湍流模型耦合而描述两相流场的动力学演变.
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(S tate Key Lab of Coal Com bustion, Huazhong U niversity of Science & Technology, W uhan 430074, China)

Abstract　Particle size distribution evolves with time undergoing both particle coagulation and nucleation

p rocess. There are some difficulties for popularMonte Carlo (MC) methods to solve general dynam ic equation

( GDE) for simultaneous coagulation and nucleation of particle. A new multi2Monte Carlo (MMC) method was

p romoted to describe the time evolution of particle size distribution. MMC method is based on“time2driven”

technique and introduces the concep t of“weighted fictitious particle”. Furthermore, MMC keep s synchronous2
ly the computational domain and the total number of fictitious particles constant. MMC method was used to

simulate the time evolution of particle size distribution for constant coagulation kernel and the first2order nucle2
ation kernel. The simulation results obtained byMMC method are in good agreement with numerical solutions,

which p roves thatMMC method has a high and stable computational p recision. In addition, MMC method has

a low computation cost because the number of those tracked fictitious particles in MMC method is far less than

that of the real particles.

Keywords　Monte Carlo method; Particle size distribution; Coagulation; Nucleation; General dynam ic equa2
tion
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