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研究论文 处理多分散颗粒凝并和冷凝/ 蒸发问题的

多重 Monte Carlo 算法

赵海波 , 郑楚光 , 徐明厚
(华中科技大学煤燃烧国家重点实验室 , 湖北 武汉 430074)

摘要 : 提出一个新的多重 Monte Carlo (MMC) 算法来求解同时考虑凝并和冷凝/ 蒸发的通用动力学方程 ( GDE) ,

该算法基于时间驱动 , 模拟过程中保持模拟颗粒数目不变和计算区域体积不变. 描述了时间步长确定方法 , 同时

处理凝并和冷凝/ 蒸发的方案1 针对常凝并核和常冷凝核 , 常凝并核和线性冷凝核 , 线性凝并核和线性冷凝核三

种特殊工况 , MMC 算法模拟了颗粒尺度分布函数的时间演变 , 与理论分析解进行了比较 , 表明 MMC 算法能解

决普通 Monte Carlo 算法的计算精度和计算代价不能协调的矛盾 , 具有较小的计算代价和较高的计算精度 , 能够

适用于工程应用.
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Multi2Monte Carlo method for simultaneous coagulation and

condensation/ evaporation of polydisperse particle s

ZHAO Haibo , ZHENG Chuguang , XU Minghou
( S tate Key L aboratory of Coal Combustion , Huaz hong University of Science and Technology , W uhan 430074 , Hubei , China)

Abstract : The time evolution of particle size dist ribution ( PSD) is of f undamental interest and a key issue.

PSD along wit h time is described by general dynamic equation ( GDE) . There is an antinomy of

comp utation cost and comp utation precision in some ordinary Monte Carlo met hods for GDE. A new multi2
Monte Carlo (MMC) met hod is p resented to consider GDE for simultaneous coagulation and condensation/

evaporation of polydisperse particles. The MMC method is based on time2driven , constant number

technique and constant volume technique. Firstly t he MMC met hod is described in detail , including t he

set ting of time step , t he scheme of handling simultaneous coagulation and condensation/ evaporation.

Then the MMC met hod is validated by t hree kinds of special cases : constant coagulation kernel and

constant condensation kernel ( case1 ) , constant coagulation kernel and linear condensation kernel

(case2) , and linear coagulation kernel and linear condensation kernel (case3) . The simulation result s of

t he MMC met hod for GD E agreed wit h analytical solution well , which proved t hat MMC met hod could

resolve t he cont radiction between comp utation cost and comp utation precision , i1e1 , MMC method has

both lesser comp utation cost and bet ter comp utation precision.

Key words : multi2Monte Carlo met hod ; coagulation ; condensation/ evaporation ; general dynamic
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引 　言

超细微颗粒物的凝并和冷凝/ 蒸发现象在自然

界中广泛存在 , 如雨、雾、气溶胶的形成和演变 ,

燃烧源可吸入颗粒物的生成生长及重金属在其上的

富集 , 很多研究者对此进行了研究[1 ] . 因为超细微

颗粒物的光散射、电荷吸附、毒性、辐射性、沉积

率、捕捉策略等都与其尺度分布有关 , 故研究重点

集中于颗粒尺度分布函数. 已经发展成熟的通用动

力学方程 ( GD E) 来描述颗粒尺度分布函数 , 考虑

凝并和冷凝/ 蒸发的 GDE 如下

d np ( v , t)
d t 时间变化率

= -
5[ I ( v , t) np ( v , t) ]

5v 冷凝/蒸发
+

1
2∫

v

vmin

β( v - u , u , t) np ( v - u , t) np ( u , t) d u -

np ( v , t)∫
vmax

vmin

β( v , u , t) np ( u , t) d u
凝并

(1)

式中 　np ( v , t) 为颗粒尺度分布函数 (particles ·

m - 3 ·m - 3 , particles 表示颗粒数目) , 表示时刻 t、

体积为 v 的颗粒的数目浓度 ; β ( v , u , t) 是时刻

t , 体积分别为 v 和 u 的两颗粒的凝并核 ( m3 ·

s - 1 ) , 表示单位时间内两颗粒发生一次凝并的概

率 ; I ( v , t) 为冷凝/ 蒸发核 ( m3 ·s - 1 ) , 表示 t

时刻颗粒的体积变化率.

求解 GDE 的 Monte Carlo 算法可分为基于时

间驱动 ( time2driven) 的 Monte Carlo 算法[2 ] 和基

于事件驱动 ( event2driven ) 的 Monte Carlo 算

法[3 ] , 它们在计算过程中保持计算区域不变 , 属于

常体积法 (constant2volume) , 但存在计算代价和

计算精度无法协调的矛盾 , 这是因为随着凝并等事

件的进行 , 实际颗粒和算法中的模拟颗粒数目 N

都不断减少 , 这类 Monte Carlo 算法的计算精度与

N成反比 , 为了达到指定的计算精度 , 必须跟踪

更多的模拟颗粒 , 这导致计算代价过大. 最近提出

的常数目法 (constant2number) [4～6 ] , 基于事件驱

动 , 随着颗粒数目的变化 , 对计算区域实时作相应

调整 , 虽然保证了计算精度 , 但是算法能否同时考

虑颗粒的空间扩散 , 颗粒场的动力学演变和具体的

工程应用尚未见报道.

本文试图提出一种新的多重 Monte Carlo 算法

来求解考虑颗粒凝并和冷凝/ 蒸发的 GD E , 使其既

保持较高的计算精度同时具有较低的计算代价. 重

点阐述了时间步长的设置标准 , 凝并和冷凝/ 蒸发

事件同时处理的方案等. 并利用该算法数值模拟了

特殊条件下的凝并和冷凝/ 蒸发 , 与相应的理论分

析解进行了比较.

1 　多重 Monte Carlo 算法考虑凝并和

冷凝/ 蒸发的计算方案

　　对实际颗粒进行处理 , 生成虚拟颗粒 , 每颗虚

拟颗粒 i 被赋予一个数目权值 kw t i , kw ti 的物理意

思是虚拟颗粒 i 所代表的当地实际颗粒的个数 , 一

般来说 , 虚拟颗粒比实际颗粒数目小得多 , 多重

Monte Carlo 算法跟踪这些虚拟颗粒.

111 　时间步长的设置

多重 Monte Carlo 算法属于基于时间驱动的

Monte Carlo 方法 , 在设定的时间步长内 , 对于任

何颗粒 , 必须保证各种可能的事件如凝并和冷凝/

蒸发等最多发生一次 , 这样才不至于遗漏对该事件

的处理.

在某个计算容积 V 内 , 假设有 N 个实际颗粒 ,

虚拟颗粒个数为 N f . 把第 i 虚拟颗粒与其他所

有不同于 i 的虚拟颗粒的凝并核之和保存起

来 [ 3 ] , 即

S i = ∑
N f

j = 1 , i ≠1

(βi , j kw t j ) (2)

βi , j为时刻 t , 计算容积 V 中颗粒 i 和 j 的凝并

核 , 表示单位时间内颗粒 i 和 j 发生一次凝并的概

率. S i 的物理意义是第 i 颗虚拟颗粒与其他所有不

同于 i 的虚拟颗粒在单位时间内发生一次凝并的总

概率. 那么某颗颗粒 i 与其他颗粒只发生一次凝并

的时间尺度为 (称为颗粒 i 的凝并时间)

ti ,coag = 1/ S i (3)

对于冷凝/ 蒸发事件而言 , 冷凝使得颗粒的体

积增大 , 蒸发使得颗粒体积减少 , 都不改变颗粒的

数目. 颗粒 i (体积为 v i ) 发生一次冷凝/ 蒸发事件

的时间尺度 (颗粒 i 的冷凝/ 蒸发时间) 为

t i ,cond/ evap = vi / I i (4)

I i 为时刻 t , 体积为 v i 的颗粒的冷凝/ 蒸发核 ,

表示颗粒 i 由于冷凝/ 蒸发而导致的体积变化率.

时间步长Δt 一方面必须小于等于最小的凝并

时间 , 另外一方面也必须同时小于等于最小的冷

凝/ 蒸发时间 , 所以
Δt ≤min 1/ max

i = 1 , ⋯, N f

( S i) , min
i = 1 , ⋯, N f

( vi / I i) (5)
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一般来说 , 认为最小凝并时间尺度是所有事件

的时间尺度之中的最小值 , 所以Δt 小于等于最小

凝并时间即可. 时间步长是可调的.

112 　凝并和冷凝/ 蒸发事件的同时处理

多重 Monte Carlo 算法在Δt 内 , 对于所有颗

粒 , 考虑它所有可能发生的事件 , 即凝并和冷凝/

蒸发 , 为了使两事件兼容处理 , 设计计算方案如图

1 所示.

Fig11 　Scheme of multi2Monte Carlo method for

simultaneous coagulation and

condensation/ evaporation
　

需要强调的是 , 在Δt 内 , 即使颗粒发生了凝

并和冷凝/ 蒸发 , 并不马上影响本时间步长内的这

颗颗粒和相关颗粒 , 而只会在下一个时间步长内影

响这颗颗粒与相关颗粒的行为属性. 所以在当前

Δt 内的整个颗粒循环全部结束之后 , 再进行凝并

和冷凝/ 蒸发的后果处理.

对于颗粒凝并事件的处理 , 包括在Δt 范围内

颗粒是否与其他某一颗粒发生凝并的判断 , 凝并伙

伴的确定以及凝并后果的处理.

R1 为满足均匀分布 , 位于 [ 0 , 1 ] 的随机数 ,

则判断虚拟颗粒 i 在时间步长内是否发生一次凝并

事件的数学关系式为
R1 ≤S iΔt (6)

如果确定虚拟颗粒 i 在Δt 内将发生一次凝并

事件 , 则需要选取一颗颗粒作为其凝并伙伴. 首先

计算得到跟踪颗粒 i 与其他虚拟颗粒发生凝并的概

率如下

Pij =
kw t jβij

∑
N f

k = 1 ,k ≠1

(βik kw t k)

=
kw t jβij

S i
(7)

如果以下关系得到满足[ 2 ] , 则认为虚拟颗粒 j 为 i

的凝并伙伴

∑
j - 1

k = 1

Pik ≤R1 ≤ ∑
j

k = 1

Pik 　j ∈[1 , N f ] (8)

凝并事件将导致实际颗粒数目不断减少 , 如果

虚拟颗粒数目也相应减少 , 则 Monte Carlo 算法的

计算精度会降低. 本 MMC 算法设计为恒定的虚拟

颗粒数目. 在凝并事件中保持恒定的虚拟颗粒数目

的思路如下.

假设当前跟踪的虚拟颗粒为 A , 其凝并伙伴为

虚拟颗粒B , 体积分别为 vA 和 vB , 数目权值分别为

kw tA 和 kw tB . A 与 B 凝并的后果是生成粒径更

大、数目减半的一颗新虚拟颗粒 C1 普通 Monte

Carlo 算法一般是抛弃颗粒 B , 而用颗粒 C 取代颗

粒 A , 这样一次凝并事件就意味着虚拟颗粒总数目

减少一个. 在 MMC 算法中 , 为了保持虚拟颗粒总

数目 , 在每一次检测到的凝并事件中 , 根据跟踪颗

粒 A 和凝并伙伴 B 的数目权值的不同 , 通过如下

算法来保持虚拟颗粒数目不变和满足凝并前后质量

守恒和颗粒数目变化原则

( kw tA ) new = kw tA / 2 ; ( vA ) new = vA + vB (9)

由于Δt 内颗粒对之间发生的一次凝并事件能

够被检测到两次 , 所以 , 只对当前的跟踪颗粒 A 的

数目权值 kw tA 和体积 vA 进行调整 , 凝并伙伴B 不

作任何改变. 当轮到跟踪颗粒 B 的时候 , 理论上会

检测到同一凝并事件并且其凝并伙伴为 A , 此时同

样的算法被采用

( kw tB ) new = kw tB / 2 ; ( vB ) new = vA + vB (10)

这样不仅保持了整体虚拟颗粒数目的不变 , 而

且也符合凝并实际过程.

对于冷凝/ 蒸发事件的处理 , 由于该事件无论

如何都对任何一颗颗粒发生影响 , 其影响就是导致
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颗粒的体积发生变化 , 故只需要在Δt 范围内处理

每颗颗粒的体积变化值即可. 在Δt 内某颗颗粒 A

由于冷凝/ 蒸发而导致的体积变化值如下

ΔV A = IAΔt (11)

式中 　IA 为颗粒 A (体积为 vA ) 的冷凝/ 蒸发核 ,

ΔV A 为颗粒 A 的体积变化率. 则颗粒 A 发生冷

凝/ 蒸发事件后的体积 vA ,new为

vA ,new = vA +ΔV A (12)

2 　多重 Monte Carlo 算法验证

本文选择特定条件下的理论解作为检验本

MMC 算法的标准 , 采用文献 [ 7 ] 中的计算条件.

颗粒初始尺度分布函数满足指数分布

np ( v ,0) = ( N 0 / vg0 ) e
- v/ vg0 (13)

式中 　N 0 和 vg0分别为初始颗粒总数目和初始颗粒

几何平均体积 , 选择 N0 = 106 particles ·cm - 3 ,

vg0 = 01027μm3 ·cm - 3 .

在如下几种特殊的凝并核和冷凝核工况下 , 颗

粒尺度分布函数存在理论解.

case1 : 常凝并核和常冷凝核 ,β( u , v) = K0 , I

( v , t) =σ

case2 : 常凝并核和线性冷凝核 ,β( u , v) = K0 ,

I ( v , t) =σv

case3 : 线性凝并核和线性冷凝核 , β( u , v) = K0

( u + v) , I ( v , t) =σv

式中 　K0 和σ均为常数. 对于不同工况 , 均可定义

特征凝并时间尺度τcoag , 特征冷凝时间尺度τcond ,

两时间尺度的比例Ω( =τcoag /τcond ) , 如表 1 所示[7 ] .

如果Ων 1 , 意味着特征凝并时间尺度τcoag远远小于

特征冷凝时间尺度τcond , 假如颗粒演变时间为τcoag ,

则凝并事件将主导颗粒尺度分布的演变 , 冷凝事件

可以忽略不计 ; 同样的 , 如果Ωµ 1 , 则冷凝事件起

主导作用. 为了同时考虑凝并和冷凝事件 , 选择合

适的 K0 和σ, 使得Ω接近 1 , 这样凝并和冷凝事件

均将对颗粒尺度分布的演变起主要作用. 表 1 列举

了对不同工况所选择的 K0 和σ[7 ] .

在本文所有的数值模拟过程中 , 如不特别指

明 , 虚拟颗粒数目均取为 3000 , 初始颗粒粒径范

围为 [0μm , 0183μm ] , 相应的颗粒体积范围为

[0μm3 , 013μm3 ] , 为了使虚拟颗粒的初始分布符

合设定的指数分布 , 以及便于统计不同时刻的颗粒

尺度分布曲线 , 对颗粒按照体积等分的方法分为

200 类 (注意 : 计算过程中并不需要对颗粒进行分

类 , 这可减少数值误差及数值扩散[ 8 ] ) .

MMC 算法对 case1、case2 和 case3 的数值模

拟结果 (图中标记为“MMC”) 与理论分析解 (图

中标记为“analytical”) [9 ]的比较分别如图 2～图 4

所示 , 模拟结果与理论分析解的符合情况令人满

意 , 验证了 MMC 算法的数值计算精度. 在计算过

程中 , 不保持虚拟颗粒数目不变的普通的 Monte

Carlo 算法的计算结果 (图中标记为“MC”) 虽然

也基本符合理论分析解 , 但是 , 显然其精度要比

MMC 算法差 , 曲线脉动强烈 , 特别是当演变时间

较长时 , 精度要差得多 , 如图 2、图 3 中的插图是

演变时间为 5τcoag的结果 , 图 4 中的插图是演变时间

为τcoag的结果. 普通 MC 算法较 MMC 算法计算精

度差的原因在于 : 随着凝并事件的发生 , 虚拟颗粒

数目随着实际颗粒数目的减少而一起减少 , 使得

Monte Carlo 算法的取样空间减少而导致计算精度

持续降低. 例如 , 当时间演变到 5τcoag时 , 图 2 中的

普通 Monte Carlo 算法中虚拟颗粒数目已经下降到

493 , 而 MMC 算法虚拟颗粒数目总是保持在 3000.

为了提高计算精度 , 普通 Monte Carlo 算法不得不

提高初始的虚拟颗粒数目 , 这导致了计算代价的

增大 . 图 2 中的“MC ( 10000) ”为初始虚拟颗

粒数目为 10000 时的普通 Monte Carlo 算法计算

结果 , 当时间演变到 5τcoag时 , 其虚拟颗粒数目已

经下降到 1684 , 其计算精度虽然与 MMC 算法差

不多 , 但是计算代价要明显大一些 1 MMC 算法 ,

普通 MC 算法对 case1、case2 和 case3 的数值模拟

Table 1 　Characteristic time scales and computational conditions of some special cases

Cases τcoag τcond Ω( =τcoag/τcond) K0 σ τcoag/ s τcond/ s

case1 2/ ( K0 N 0) vg0/σ 2σ/ ( K0 N 0 vg0) 61 405 ×10 - 10cm3 ·s - 1 91 2 ×10 - 6μm3 ·s - 1 ≈312216 ≈31221 6

case2 2/ ( K0 N 0) 1/σ 2σ/ ( K0 N 0) 61 405 ×10 - 10cm3 ·s - 1 31202 ×10 - 4 ·s - 1 ≈312216 ≈31221 6

case3 1/ ( K0 N 0 vg0) 1/σ σ/ ( K0 N 0 vg0) 11 115 ×10 - 8cm3 ·μm - 3 ·s - 1 31202 ×10 - 4 ·s - 1 ≈312216 ≈31221 6
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所消耗的 CPU 时间列于表 2 中 (计算环境均为

At hlon Xp2500 + , 512M , Visual Fort ran 610 ,

Windows Xp pro1 ) . 采用初始虚拟颗粒数目为

10000 的普通 Monte Carlo 算法 , 初始虚拟颗粒数

目为 3000 的普通 Monte Carlo 算法 , 初始虚拟颗粒

数目为 3000 的 MMC 法对同一问题进行的计算表

明 , 普通 Monte Carlo 算法要么计算代价低而计算

精度难以接受 , 要么为了达到相当的计算精度而不

得不消耗很大的计算代价 , 而 MMC 算法具备较高

的计算精度和较低的计算代价 , 解决了普通 Monte

Carlo 算法计算精度和计算代价不协调的矛盾.

Table 2 　CPU time/ s

Cases MMC[ A ] MC[ A ] MMC[B ] MC[B ] MC(10000) [B ]

1 81 625 51766 371031 101 031 1081 672

2 81 609 51703 371125 101 343 1091 656

3 551 640 411938 1421 031 711 609 11271 515

　　Note : [ A ] denotes computational condition A in which evolution
time length of PSD is appointedτcoag/ 2 for case 1 and case 2 , τcoag/ 4 for
case 3 ; [B ] denotes computational condition B in which evolution time
length of PSD is appointed 5τcoag for case 1 and case 2 ,τcoag/ 2 for case 3.

Fig12 　Constant coagulation kernel and

constant condensation kernel
　

Fig13 　Constant coagulation kernel and

linear condensation kernel
　

Fig14 　Linear coagulation kernel and

linear condensation kernel
　

3 　结 　论

本文发展了多重 Monte Carlo 算法来求解同时

考虑凝并和冷凝/ 蒸发的通用动力学方程 , 该算法

跟踪比实际颗粒数目少得多的虚拟颗粒 , 基于时间

驱动 , 模拟过程中保持虚拟颗粒数目和计算区域体

积不变1 该算法能够协调计算代价和计算精度之间

的矛盾 , 在减少计算代价的同时 , 能够保持计算精

度 1 利用 MMC 算法对几个特殊工况进行了数值

模拟 , 结果与理论分析解进行对照 , 证明了该算

法具有相当的计算精度 , 且计算代价能够工程上

接受 .

致谢 : 感谢清华大学核能与新能源技术研究院于溯源

教授提供的资料和建议.
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