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摘 要: 对常规异权值 Monte Carlo( MC) 方法进行改进，基于强核函数思想，通过颗粒群单重遍历即可求得强核函

数最大值，采用接受 － 拒绝法随机搜寻凝并对，并利用搜 寻 过 程 中 拒 绝 和 接 受 的 所 有 凝 并 对 的 信 息 来 估 计 凝 并 事

件的等待时间( 时间步长) ，从而避免颗粒群的双重遍历，以提高 MC 的效率 ． 对典型工况的模拟结果显示该快速方

法计算代价仅为 O( N s ) ，能够显著提高计算效率，同时保持足够的计算精度，较好地协调计算代价与计算精度之间

的矛盾 ．
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0 引言
颗粒凝并( 或称为团聚、聚并等) 是指两颗颗粒碰撞接触并粘结在一起形成一颗尺度更大的颗粒，新生

颗粒的体积是两颗粒体积之和 ． 颗粒凝并现象在自然界和工程技术领域广泛存在，如大气环境气溶胶的变

迁、燃烧源可吸入颗粒物的演变、化工过程中的造粒、纳米颗粒的合成等 ． 其物理过程是: 颗粒流体系统中大

量离散的颗粒，在介质剪切流动、布朗运动、静电力、热泳力等因素作用下，颗粒间产生相对运动，彼此接触及

粘附，导致颗粒总数减小，颗粒平均尺度增大，即颗粒的尺度分布( PSD) 随时间变化 ． 表征这一动力过程的控

制方程被称为颗粒群平衡方程( PBE) ，其具有广泛适应性 ． 基于颗粒稀疏和分子混沌假设，描述颗粒凝并的

PBE 如下［1］:

n( v，t)
t

= 1
2 ∫

v

vmin
β( v － u，u，t) n( v － u，t) n( u，t) du － n( v，t) ∫

vmax

vmin

β( v，u，t) n( u，t) du， ( 1 )

其中，u、v 表示两颗粒的尺度大小，量纲为 m3 ; n( v，t) 为颗粒尺度分布函数，量纲为 m － 3·m － 3 ; n ( v，t) dv 表示

时刻 t、在尺度范围 v ～ ( v + dv) 内的颗粒数浓度; β ( v，u，t) 是时刻 t、尺度分别为 v 和 u 的两颗粒凝并核函

数，表示单位时间内两颗粒发生一次凝并事件的概率 ． 方程 ( 1 ) 右边第一项为新颗粒生成率，表示尺度为 u
( u ＜ v) 的颗粒与尺度为( v － u) 的颗粒凝并生成尺度为 v 的新颗粒的速率; 右边第二项为颗粒消失率，表示

尺度为 v 的颗粒与其他任一尺度的颗粒发生凝并导致原颗粒消失的速率 ．
PBE 是一个部分积分微分的非线性方程，仅对某些特殊工况存在解析解，且其数值求解也比较困难，目

前颗粒群平衡模拟( PBM) 可用的数值方法主要有矩方法、分区法、Monte Carlo( MC) 方法等，这些方法都或多

或少地存在适用范围受限、计算代价与精度难以协调等矛盾 ． MC 方法也称随机模拟法，能够有效求解各种

高维和复杂几何系统内的粒子输运问题，曾广泛应用于核科学及相关领域［2］． 对于颗粒群平衡问题，MC 方

法基于 PBE 的真实解与无限随机抽样统计解的等价性，通过从系统中大量的有限随机抽样获得 PBE 的近似

解，其优点是能够得到颗粒轨迹经历效应和历史效应，便于处理多维多变量问题，模拟过程相对简单，易于编

程实现［3］．
目前，颗粒群平衡模拟的 MC 方法可以划分为如下几大类: 按照时间窗口的离散方案可以分为事件驱动
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MC［4］和时间驱动 MC［5］，按 照 模 拟 颗 粒 数 目 和 计 算 区 域 体 积 的 调 节 方 式 可 以 分 为 常 体 积 法［4］ 和 常 数 目

法［6］，按照模拟颗粒数目权值的分配方法可以分为等权值法和异权值法［7］． 等权值法是从实际的颗粒群系

统中取样一个子系统，子系统内所有模拟颗粒具有均等的数目权值，每个模拟颗粒代表了一定同等数量的实

际颗粒 ． 等权值法难以完整地继承实际颗粒群的尺度分布( 如数密度稀疏区间) ，导致颗粒尺度分布函数细

节信息的丢失 ． 为了克服这方面的缺陷，作者提出并发展了异权值方法［8 － 9］，采用数目权值不等的模拟颗粒

群代表实际颗粒群，尽可能多地继承多分散颗粒群的尺度分布信息，不仅可以采用事件驱动模式［7］，还可以

采用时间驱动模式［10］，而且能够在计算过程中保持常数目和常体积，能很好地克服等权值方法的缺点 ．
但是，MC 方法普遍面临的问题是模拟颗粒数目较多时计算代价较大 ( 对于颗粒凝并事件的模拟，计算

代价为 O( N2
s ) ，其中 N s 为模拟颗粒数目) ，模拟颗粒数目较少时随机误差较大( 统计精度与 N s

1 /2 成正比) ，存

在着计算代价和计算精度难以协调的矛盾 ． 目前提高 MC 计算速度的方法大致可以分为两类: ①从并行计算

的角度着手，以较多的计算资源换取计算时间的缩短，包括基于 MPI 的多机集群( MPI-Cluster) 并行技术，基

于 OpenMP 的多核心并行技术以及最近发展起来的基于 OpenCL /CUDA 的 GPU 众核心并行技术等［11］; ②从

改进 MC 方法本身入手，降低运算次数且不明显损失计算精度 ． 如 Kruis 等［12］发展了一种更新颗粒群信息的

智能簿记技 术 ( Smart bookkeeping technology ) ; Eibeck 和 Wagner［13 － 14］ 提 出 了 一 种 基 于 强 核 函 数 ( Majorant
kernel) 和虚拟步进 Markov 过程的 MC，在处理凝并事件时避免双重遍历，具有很高的计算效率; Irizarry［15 － 16］

基于化学反应动力学的思想构建了拟反应组分及随机反应路径的步进 Markov 模型，跟踪模拟颗粒类而非离

散模拟颗粒，显著提高了计算速度; Lécot 等［17］采用均匀分布的随机矢量代替随机数，改进变量的随机抽样

策略，降低了误差而且提高了计算效率 ． 李树等［18］针对 ICF 聚变靶中子输运问题的特点，发展一种“加权赌

分裂抽样方法”，以增加重要区域的抽样数、减少非重要区域的抽样数，同时通过权修正保证计算结果无偏，

使超高能中子通量计算误差显著降低，达到提高超高能中子计算效率的目的 ． 这些方法均或多或少增进了

MC 的计算效率，但是大都以复杂的数值算法构造为代价，或者计算精度相对降低，适用范围受到局限，这在

一定程度上抵消了 MC 方法的优点 ．
本文基于作者提出的异权值方法( Differentially weighted Monte Carlo，DWMC ) ［19］，从改进 MC 方法的角

度提出一种求解颗粒凝并问题的快速方法( Fast-DWMC) ，试图仅仅花费单重遍历颗粒群的计算代价就完成

一个时间步的模拟，基本思路是: 基于强核函数思想，单重遍历估计出所有异权值凝并对的最大凝并概率，采

用接受 － 拒绝方法选择凝并 对，并 根 据 接 受 － 拒 绝 过 程 随 机 抽 样 得 到 的 颗 粒 对 的 凝 并 概 率 估 计 等 待 时 间

( 时间步长) ． 与常规 DWMC ( Normal-DWMC) 方法精确计算时间步长相比，Fast-DWMC 虽然通过随机抽样适

当的颗粒群参数来估计时间步长，但根据随机模拟的统计原理，仍然可望控制计算的误差在可接受的范围

内 ． 为了检验 Fast-DWMC 的性能，本文对一种理想工况( 常凝并核) 和一种实际工况( 自由分子区布朗凝并

核) 分别采用 Normal-DWMC 方法与 Fast-DWMC 方法进行模拟计算 ． 比较两种方法发现 Fast-DWMC 的计算

效率有大幅度的提高，计算代价仅为 O( N s ) ，特别是对需要大量模拟颗粒、颗粒群信息量较大的实际工况来

说，加速效果更加明显，可达上千倍的加速比，而且计算精度并没有明显损失，计算误差相对稳定，能够较准

确地描述颗粒尺度分布的演变过程 ．

1 原理与方法
1. 1 Normal-DWMC 方法

颗粒群平衡模拟的 MC 方法均基于加权模拟颗粒概念，即认为一类尺度相同或者相近的实际颗粒具有

相同的动力学属性和行为，这一类实际颗粒由若干颗模拟颗粒代表，模拟颗粒的数目权值表示该模拟颗粒所

代表的实际颗粒的数目，通过跟踪模拟颗粒群的演变过程来描述所计算的实际颗粒群的演变过程 ． 由于实际

颗粒群往往是多分散性的，且凝并、破碎、沉积等动力学事件也会导致多分散尺度谱动态变化，如果每颗模拟

颗粒权值相等，在模拟颗粒数目受计算规模限制的条件下，数密度较小的稀疏区域将仅仅有少量甚至没有模

拟颗粒来代表，这会导致较大的统计误差或颗粒尺度谱信息的丢失 ． 为了尽量克服上述方法的缺点，发展了

异权值 Monte Carlo 方法( DWMC) ．
在 DWMC 策略下，模拟颗粒 i、j 的数目权值分别为 wi、wj，且 wi≠wj，首先要制定异权值模拟颗粒间的
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凝并准则 ． 假设 i 和 j 发生凝并时，它们所代表的若干实际颗粒均只有 min( wi，wj ) 颗发生实际的凝并事件，

生成了 min( wi，wj ) 颗尺度为( vi + vj ) 的新颗粒 ． 把凝并后的实际颗粒分成两类，①是凝并产生的新颗粒，②
是没有发生凝并的原颗粒，此两类颗粒仍然分别用模拟颗粒 i 和 j 表示，即对原颗粒的信息( 数目权值、颗粒

尺度等) 进行更新，更新方法为

wi，old ＞ wj，old，
wi，new = wi，old － wj，old ; vi，new = vi，old，

wj，new = wj，old ; vj，new = vi，old + vj，old{ ，
( 2 )

wi，old = wj，old，
wi，new = wi，old /2 ; vi，new = vi，old + vj，old，

wj，new = wj，old /2 ; vj，new = vi，old + vj，old{ ，
( 3 )

其中下角码“new”和“old”分别代表凝并前和凝并后 ． 这种处理方法使模拟颗粒数目保持恒定，具有相对稳

定的样本空间，保证模拟的随机误差能够控制在一定范围内 ． 在一个体积为 V s 的模拟区域内，与该凝并准则

相对应的异权值模拟颗粒凝并速率 R' coag 为［20］

R'coag = 1
2V2

s
Σ
N s

i = 1
Σ
N s

j = 1，≠ i
β'ij， ( 4 )

其中

β'ij = β ijw j

2max( wi，wj )

wi + wj

． ( 5 )

一般理论上认为颗粒动力学事件的发生是一个标准的 Markov 过程，即将来的事件只与当前状态有关，与过

去的状态无关，两次动力学事件之间的等待时间满足指数分布 ． 在事件驱动模式中，第( k － 1 ) 个事件之后的

等待时间 ΔtED，k与凝并速率 R'coag，k成反比，即

ΔtED，k = 1
V sR'coag，k

= 2V s / Σ
N s

i = 1
Σ
N s

j = 1，≠ i
β'( )ij ． ( 6 )

两颗模拟颗粒 i 和 j 发生凝并事件的概率满足

Pij = β'ij /Σ
N s

i = 1
Σ
N s

j = 1，≠ i
β'ij ( 7 )

分布 ． 凝并对 i 和 j 的选择是按一定的概率分布随机确定的，通常可采用累积概率法或接受 － 拒绝法［4］来选

择凝并对，其中接受 － 拒绝法在某些情况下可以提高计算效率 ． 如果［0，1］范围内均匀分布的随机数 r 满足

r ≤ β'ij /β'max ( 8 )

条件，则认为模拟颗粒 i 和 j 发生凝并事件，其中 β'max = max
N s

i = 1 ; j = 1，≠ i
{ β'ij } ． 即使估计的最大凝并核比实际的最大

凝并核大，理论上接受 － 拒绝法也仍然能正确选择凝并对，但是，显然估计的最大凝并核越大，接受 － 拒绝法

的计算效率越低、计算代价越大 ．
注意到以上所述的 Normal-DWMC 方法，为了在每个时间步长后实时计 算 最 大 凝 并 核 β'max 和 等 待 时 间

( 时间步长) Δt，需要对模拟颗粒群进行双重遍历; 即使利用智能薄记技术更新 β'max，虽然仅需对发生凝并事

件的颗粒对进行双重遍历，但仍然是一个小范围内的局部双重遍历 ． 这就是 Normal-DWMC 方法计算代价高

达 O( N2
s ) 的原因 ． 本文提出的 Fast-DWMC 试图抛弃双重遍历的模式，以单重遍历获取所需要的颗粒群信息，

以达到加速的目的 ．
1. 2 Fast-DWMC 方法

1. 2. 1 强核函数

Eibeck 和 Wagner［13 － 14］发展了一种基于事件驱动的高效 MC 方法，提出了强核函数的概念，对常规的凝

并核函数 β ij 进行变量分离和一定范围内的放大，构造出强核函数 β̂ ij，β̂ ij β ij ． 强核函数 β̂ ij 一般为如下形式

为 β̂ ij = Σ
k

［hk ( i) × gk ( j) ］( 其中 hk ( i) ，gk ( j) 是与颗粒 i，j 内部变量( 如体积) 相关的函数，强核函数是对

常规核函数的近似变换，从数学形式上对颗粒相关变量进行因式分解) ，那么 βmax ≤ β̂max = Σ
k

［max( hk ( i) )

× max( gk ( j) ) ］，只需对颗粒群进行单重遍历即可得到 max( hk ( i) ) 、max( gk ( j) ) ，据此求出 β̂max，此时可在
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等权值 MC 中利用接受-拒绝法来选择成功的凝并对 ．

在异权值 MC 中，如果采用接受-拒绝法来选择凝并对，则需要合理估计异权值凝并核 β'ij 的最大值 ． 表 1

列举了本文所涉及的两种工况的异权值强核函数 ． 以自由分子区布朗凝并工况为例来说明 ． 对于常规凝并核

的强函数，引入颗粒对体积比值 a = vi / vj，则强核函数可表示为

β̂ ij = 槡2K fm v
1 /6
j ( a2 /3 + a1 /6 + 1 + a －1 /2 ) ． ( 9 )

由于

2wjmax( wi，wj )

wi + wj
≤ 2wj，

vmin

vj
≤ a =

vi
vj
≤

vmax

vj
，

所以

β ij
2wjmax( wi，wj )

wi + w( )
j

≤ β̂ ij
2wjmax( wi，wj )

wi + w( )
j

≤ 2 β̂ ijw j，

β̂ ij = 槡2K fm v
1 /6
j ( a2 /3 + a1 /6 + 1 + a －1 /2 ) ≤槡2K fm v

1 /6
j ［( vmax / vj )

2 /3 + vmax / vj )
1 /6 + 1 + ( vmin / vj )

－1 /2 ］，

因此可定义异权值凝并核的强函数 β̂'ij 为

β̂'ij = 2 β̂ ijw j 槡= 2 2K fm v
1 /6
j w j［1 + ( vmax / vj )

1 /6 + ( vmax / vj )
2 /3 + ( vmin / vj )

－1 /2 ］， ( 10 )

此时只需要单重遍历颗粒群，就可以得到异权值强核函数的最大值 β̂'max，以此作为 β'max 的估计值，且满足

β'max ≤ β̂'max，理论上整个过程的计算代价为 O( N s ) ． 其他凝并工况的异权值强核函数也可类似得到 ．

表 1 计算工况的常规凝并核函数与对应的强核函数

Table 1 Normal and majorant coagulation kernels

工况 表达式

常数凝并核

常规凝并核函数 β ij = A

常规凝并核的强函数 β̂ ij = A

异权值凝并核的强函数 β̂'ij = 2Awj

自由分子区布朗凝并核

常规凝并核函数 β ij = K fm ( vi
1 /3 + vj

1 /3 ) 2 ( v －1
i + v －1

j ) 1 /2

常规凝并核的强函数 β̂ ij = 槡2K fm ( v1 /6i + v1 /6j + v2 /3i v －1 /2
j + v2 /3j v －1 /2

i )

异权值凝并核的强函数 β̂'ij 槡= 2 2K fm v
1 /6
j w j［( vmax / vj )

2 /3 + ( vmax / vj )
1 /6 + 1 + ( vmin / vj )

－1 /2］

注: 其中 A 为一常系数，K fm = 3
4( )π

1 /6 6kB T
ρ( )
p

1 /2
，kB 为 Boltzmann 常数，T 为气体热力学温度，ρp 为颗粒密度 ．

1. 2. 2 Fast-DWMC 方法描述

Fast-DWMC 方法中，首先对颗粒群进行单重遍历获得异权值强核函数的最大值 β̂'max，然后直接应用接

受 － 拒绝过程来选择发生凝并事件的凝并对 ． 如果随机数 r 满足

r ≤ β'ij / β̂'max ( 11 )

条件，则认为模拟颗粒 i 和 j 发生凝并事件，即接受动作; 在接受动作之前可能要拒绝若干个颗粒对，设拒绝

的颗粒对数量为 N r ( N r≥0 ) ，这样整个接受 － 拒绝过程涉及到的颗粒对数量为( N r + 1 ) ，而且是随机选择的，

因此可以将接受 － 拒绝过程看作从颗粒群随机抽取样本的过程，用样本( 接受 － 拒绝的所有颗粒对) 的平均

凝并概率作为总体( 颗粒群的全部颗粒对) 平均凝并概率的估计值，再乘以总体容量 N s ( N s － 1 ) /2 ( 所有颗

粒对组合数量) ，即可得到总凝并概率的估计值，由此计算出凝并过程的近似等待时间( 时间步长)

! =
2V s

Σ
N s

i = 1
Σ
N s

j = 1，≠ i
β'ij

=
2V s

N s ( N s － 1 ) β
－
'ij


2V s ( N r + 1 )

N s ( N s － 1 ) Σ
N r +1

k = 1
β'ij，k

， ( 12 )

其中 β'ij，k 为第 k 次拒绝的颗粒对的异权值凝并核 ． 其算法流程如图 1 所示 ．

对于最大凝并核的估计，需要说明的是，̂β'max 需要控制在一定范围内，在该范围内 β̂'max 越大，拒绝事件就

越多，这样就增大了计算代价，但随机抽取的颗粒对样本数就越多，根据式( 12 ) 可知估计的等待时间会更准
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图 1 Fast-DWMC 与 Normal-DWMC 算法流程图

Fig． 1 Composition computing process of Fast-DWMC and Normal-DWMC

确 ． 如果 β̂'max 超过一定范围，不仅不能降低计算代价 ( 相对于 Normal-DWMC 来说) ，而且计算过程还会出现

不可预料的后果，如计算进入死循环，即使能够在巨多的拒绝动作之后成功选择一对凝并颗粒，也不能反映

事件的概率分布规律 ． 因此 β̂'max 对该快速方法模拟结果的好坏具有非常重要的作用 ．

2 算法验证
某些理想工况中，考虑凝并事件的 颗 粒 尺 度 分 布 函 数 时 间 演 变 过 程 存 在 理 论 分 析 解 ，且 这 些 理 想 凝

并核具有相应的物理意义，如常数凝并 核 表 示 凝 并 速 率 与 颗 粒 尺 度 无 关 ，它 可 视 为 布 朗 凝 并 的 一 种 极 端

情况［12］． 下面将在常数凝并核、自 由 分 子 区 布 朗 凝 并 工 况 中 对 Fast-DWMC 方 法 和 Normal-DWMC 方 法 的

计算结果进行定量的分析比较 ． 以下两种工况的算例均选取初始单分散颗粒群，模 拟 颗 粒 数 N s = 10 000，

且 保持常数目 ． 为了降低统计噪声，计算数据是对 3 次 Monte Carlo 循环进行统计平均的结果，条件参数详

见表 2 ．
表 2 计算工况的参数

Table 2 Calculating parameters of conditions

Case v0 N0 !coag β

1 1 1. 0 × 1010 1 / ( N0 A) A

2 1. 414 × 10 － 26 m3 1. 0 × 1017 1 / ( N0 K fm v0
1 /6 ) K fm ( u1 /3 + v1 /3 ) 2 ( u － 1 + v － 1 ) 1 /2

注: 其中 A = 1. 0 × 10 － 10 m3·s － 1 ，K fm = 3
4( )π

1 /6 6kB T
ρ( )
p

1 /2
，气体热力学温度 T = 300 K，Boltzmann 常数 kB = 1. 38 × 10 － 23 J·K － 1 ，颗粒密度

ρ = 1 000 kg·m － 3 ，气体动力粘度 μ = 1. 832 × 10 － 5 Pa·s．

39



计 算 物 理 第 30 卷

2. 1 计算代价

为了检验 Fast-DWMC 的计算效率，将计算的 CPU 时间与 Smith 等［21］的常数目 MC 方法和 Kruis 等［12］的

智能薄记方案的 CPU 时间进行比较( 程序均在 Intel( R ) Core ( TM ) 2 Quad Q8300 @ 2. 5GHz 的处理器、4GB
内存的个人台式电脑上运行) ，得到两种工况下不同 MC 方法的 CPU 时间 tCPU 与结果模拟颗粒数 N s 之间的

关系，如图 2 所示 ．

图 2 计算速度比较

Fig． 2 Comparison of computing speeds

从图 2 可知，常规 MC 的 计 算 代 价 高 达 O ( N2
s ) ，而 Fast-DWMC 的 计 算 代 价 为 O ( N s ) ，模 拟 颗 粒 越 多，

Fast-DWMC 的加速效果越明显( 例如在自由分子 区 布 朗 凝 并 核 工 况 下，采 用 10 000 颗 模 拟 颗 粒，可 达 到 9
000 倍左右的加速效果( 与常数目方法比较) ) ，但同时也要考虑随机抽样方法估计时间步长引入的统计误差

对计算结果的影响程度，鉴于此，下面验证 Fast-DWMC 的计算精度 ．
2. 2 计算精度的评估

根据 MC 方法计算精度的定量评判方法( 针对初始单分散性颗粒群) ［10］，采用颗粒数目浓度、颗粒尺度

分布函数的平均误差来评价 DWMC 方法的计算精度 ． 多次 MC 循环的颗粒数目浓度 N 的时间累计平均误

差为

σN ( t) = 1
QΣ

Q

i = 1
Σ

L

j = 1
Δtij

Ni
j － N th

j

N th( )
j

2

Σ
L

j = 1
Δt

槡
i
j ， ( 13 )

颗粒尺度分布函数的时间累积平均误差为

σ d ( t) = 1
QΣ

Q

i = 1
Σ

L

j = 1

Δtij
kmax － kmin + 1 Σ

kmax

k = kmin

( Pi
k ( t) － P th

k ( t) ) 2 Σ
L

j = 1
Δt

槡
i
j ， ( 14 )

其中，Q 为 MC 循环次数，L 为整个计算过程中离散的时间窗口数目，Δtij 表示第 i 次 MC 循环第 j 个时间窗口

的时间步长，Ni
j 表示第 i 次 MC 循环第 j 个时间窗口时颗粒数目浓度的模拟值，N th

j 表示第 j 个时间窗口时颗

粒数目浓度的理论值，kmax、kmin 分别为颗粒群中尺度最大和最小颗粒所包含的单体颗粒( 初始颗粒) 的数目，

Pi
k ( t) 为第 i 次 MC 循环中、t 时刻得到含有 k 个单体的颗粒的概率( MC 模拟结果) ; P th

k ( t) 是对应的理论

解 ． 颗粒数目浓度、质量浓度和特定时刻 PSDF 的理论分析解参照文献［22］．
2. 2. 1 常数凝并核工况( Case 1)

该工况中颗粒数目浓度 N( t) 、特定时刻颗粒尺度分布 Pk、颗粒数目浓度标准偏差 σN ( t) 以及颗粒尺度

分布的标准偏差 σ d ( t) 的计算结果如图 3 所示 ． 从总体上来看两种方法的计算精度的差别并不明显，误差的

范围均能控制在 2% 以内，特定时刻的颗粒尺度分布与理论分析解吻合地较好，但一般来说，Normal-DWMC
的结果要比 Fast-DWMC 的结果更精确 ． 图 3 ( a ) 中颗粒 数 目 浓 度 围 绕 理 论 分 析 解 在 一 定 范 围 内 波 动，Fast-
DWMC 的波动范围较大，分析两者的计算过程可知: 该工况下的异权值凝并核 β'ij = Awj2max( wi，wj ) / ( wi +
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wj ) ，Normal-DWMC 通过双重遍历找到的 β'max，Fast-DWMC 通过单重遍历找到模拟颗粒群中的 wmax 并进而计

算 β̂'max = 2Awmax，两者的关系式是 β'max ≤ β̂'max ≤ 2β'max ; 接 受-拒 绝 方 法 选 择 颗 粒 对 的 过 程 相 似，但 是 Normal-
DWMC 在对颗粒群遍历过程中计算出的等待时间比 Fast-DWMC 计算的等待时间准确，特别是随着模拟颗粒

数目权值差异的增大，随机抽样估计的时间步长误差增大，这就会导致模拟过程“超前于或滞后于”实际过

程，即出现颗粒数目浓度有较大的波动 ． 但这也没有明显地影响计算结果，计算误差仍在可控制的范围内，可

以说 Fast-DWMC 方法大幅度提高了计算速度( 如图 2 ( a) 所示) 同时也保证了较好的计算精度 ．

图 3 常数凝并核工况( Case 1 )

Fig． 3 Case 1，constant coagulation kernel

2. 2. 2 自由分子区布朗凝并工况( Case 2)

图 4 自保持颗粒尺度分布( Case 2 )

Fig． 4 Case 2，self-preserving particle size distribution

这里考虑一种广泛存在的实际工况———自由分子

区布 朗 凝 并 ． 由 于 布 朗 凝 并 的 颗 粒 尺 度 分 布 函 数

( PSDF) 的时间演变没 有 理 论 分 析 解，这 里 将 模 拟 得 到

的特定时刻自保持分布与文献［23］的自保持分布解进

行比较( 如图 4 所示) ，其中无量纲颗粒尺度定义为 η =
v /珋v = Nv /M，无量纲颗粒概率 密 度 函 数 为 ψ = Mn( v，
t) /N2 ，N 为颗粒总的数目浓度，M 为颗粒总的质量浓度

( 或体积分数) ．
计算过程中，在第一个时间步先对颗粒群进行一次

单重遍历，得到颗粒的最大尺度 vmax 和最小尺度 vmin，然

后根据表 1 中的异权值强核函数，再单重遍历一次找到

异权值强核的最大值 β̂'max，作为最大异权值凝并核 β'max

的估计值用于接受 － 拒绝过程 ． 这里也采用了智能簿记
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技术，从第二个时间步开始不再采用单重遍历颗粒群的方式找 vmax 和 vmin，直接用新产生的颗粒尺度与上一

时间步的 vmax比较来确定新的 vmax，vmin从上一个时间步内继承，这样能保证快速地找到 vmax和 vmin但还需考虑

vmin在一定的演变时间后可能发生突变，原有的 vmin在某次凝并事件后消失，这种情况可以在一定的时间点上

对颗粒群进行一次单重遍历更新，不需为了寻找 vmax和 vmin而在每个时间步内对颗粒群进行一次单重遍历 ．
该工况的物理参数详见表 2，模拟的演变时间为 1 000 !coag，计算结果的颗粒尺度是按照离散 － 分区法则

( 颗粒尺度的前 20 类体积进行离散，后续的颗粒尺度按 1. 08 的比例系数分成 100 个区间) 处理 ． 从图 4 中看

出，两类方法的结果均与尺度自保持曲线吻合地较好，与前面的工况类似: Fast-DWMC 方法结果的误差稍大

图 5 β̂'max /β'max 随时间的变化( Case 2 )

Fig． 5 β̂'max /β'max trends over time

一些，但 Fast-DWMC 与 Normal-DWMC 相 比 有 几 百 倍 甚

至上千倍的加 速 ( 如 图 2 ( b ) 所 示) ，这 就 使 计 算 精 度 与

计算代价的矛盾得到了缓解，以较小的计算精度的损失

或得了计算效率的显著提升 ．
前面已经分析过 β̂'max 对接受 － 拒绝选择凝并对的重

要性，由于此两种工况的凝并核是颗粒的尺度和权值的

函数，颗粒尺度和权值并不相互独立，而且演变过程中颗

粒的平均尺度增大，尺度谱范围扩张，数目权值减小，因

此实际的最大凝并核 β'max 变化规律较复杂 ． 计算过程中

没有出现拒绝次数过多而引起的计算效率降低的情况，

这也说明了前面构造的加权强核对最大凝并核的估计是

比较准确的，在 满 足 β̂'max  β'max 的 条 件 下，两 者 的 比 例

θ = β̂'max /β'max保持在一个相对稳定的范围内，如图 5 所示．

3 结论
颗粒凝并过程的随机模拟，关键之处是确定颗粒群的平均凝并速率，然后依照事件发生的概率分布随机

确定发生凝并事件的颗粒对，事件完成后对颗粒群的信息进行更新 ． 对于模拟颗粒数为 N s 的颗粒群，二元凝

并事件的数量是所有颗粒的组合数
N s( )2

= N s ( N s － 1 ) /2，知道每个事件的概率即可获得平均凝并速率和事

件的概率分布，这通常需要对颗粒群进行二重遍历，模拟过程的计算代价绝大部分消耗在这种二重遍历上 ．
考虑到接受 － 拒绝方法只需要知道所涉及的若干个接受 /拒绝事件的概率以及颗粒群的最大凝并速率

即可随机确定凝并事件的发生 ． 进一步，设想可以把接受 /拒绝的事件看作全部事件的一个随机样本，根据这

个样本的平均凝并速率来估计整个颗粒群的平均凝并速率 ． 从这一个思路出发，结合强核函数单重遍历估计

最大凝并核的思想，可实现快速 MC 模拟，此时整个过程只需单重遍历即可完成，以获得显著的计算加速 ．
本文基于“异数目权值颗粒群”策略，在事件驱动模式下实现了 Fast-DWMC 这种加 速 方 法，与 Normal-

DWMC 进行对比，定量分析了计算代价和计算精度等方面的表现，从计算的结果来看，改进后的方法对计算

速度有非常明显的提升，可达数百被乃至数千倍的提速，而且计算精度的损失并不明显 ．
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Fast Monte Carlo Method for Particle Coagulation Dynamics

XU Zuwei，ZHAO Haibo，LIU Xin，ZHENG Chuguang
( State Key Laboratory of Coal Combustion，Huazhong University of Science and Technology，Wuhan 430074，China)

Abstract: We propose a fast random simulation strategy based on differentially weighted MC． The strategy improves computation
efficiency significantly，and guarantees enough calculation accuracy，thus coordinates contradiction between computation cost and
computation accuracy． The main idea is based on majorant kernel． It is possible to transfer a traditional coagulation kernel to a majorant
kernel through splitting and amplifying slightly． The maximum of majornant kernel is obtained by single looping over all simulation
particles． The maximum majornant kernel is used to approximate the maximum coagulation kernel in particle population，and is further
used to search coagulation particle pairs randomly with acceptance-rejection method． The waiting time ( time-step ) for a coagulation
event is calculated by summing coagulation kerenls of particle pairs involved in acceptance / rejection processes． Double looping in
normal Monte Carlo simulation is avoided and computation efficiency is improved greatly．
Key words: population balance modeling; coagulation; Monte Carlo method; differentially weighted simulation particles; particle
size distribution
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